Conjunteoria

Pedro Sanchez Terraf”

20 de marzo de 2022

Parte de estas notas pretenden llenar algunos huecos (desde el punto de vista de un
estudiante) de los capitulos iniciales del nuevo libro “Set Theory” de Kenneth Kunen,
para facilitar la lectura. También hay una pequefia introduccion al Axioma de Martin y
a los subconjuntos cerrados y no acotados de cardinales regulares.

Una version preliminar de este apunte sirvié de complemento a las clases que di en
la UNC durante la primera mitad de 2016. ©
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0. Preliminares

Para el desarrollo del contenido que sigue, es conveniente tener manejo de las nociones elemen-
tales de matemadtica discreta (por ejemplo, ver [1, Secc. 1.3]. Entre ellas, las definiciones basicas
de relaciones, funciones, tipos de relaciones binarias, posets (conjuntos parcialmente ordenados),
ordenes totales e isomorfismo de posets.

Definicion 0.1. Sea A un conjunto y R una relacién binaria sobre A. R es bien fundada si todo
subconjunto no vacio X de A tiene elemento R-minimal:

VX CAX#2—>dmeXVxeX(xRm)).

En general, suponemos también en estas notas familiaridad con las definiciones iniciales del
libro de Kunen [7], especialmente desde 1.4 a 1.7.11 inclusive. En particular, es conveniente tener
algin conocimiento de

1. qué es una férmula en la légica de primer orden ([7, Secc. 1.2] o bien [1, Secc. 1.2]; pa-
ra una discusion informal de este tema, pueden referirse a la pagina de blog http://p.

sanchezterraf.com.ar/7p=272),y
2. cuales son los axiomas de ZFC,

que detallamos por completitud a continuacion.

0.1. Los Axiomas de ZFC

Las siguientes son abreviaturas de las oraciones de primer orden que forman el conjunto de
axiomas ZFC.

» FExistencia. Existe al menos un conjunto.
dx:x=x.
» Extensionalidad. Dos conjuntos son iguales si y s6lo si tienen los mismos elementos.
Vx,y:x=y+<Vz(z€Ex+z€Yy).

» Fundacion (Regularidad). La relacion € es bien fundada en el universo de conjuntos.
Vx(x#@ —Jyex:Vzex(z¢y)).
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= Pares. Dados x e y, existe un conjunto que contiene (como elementos) a ambos.

Vx,ydc:x€cAyec.

= Union. Dado un conjunto x, hay un conjunto que incluye a la unién | x de todos los conjuntos
que pertenecen a Xx.
VxJu :Vy € xVz € y(z € u).

» Conjunto Potencia o de Partes. Dado un conjunto x, existe un conjunto que contiene a todos
los subconjuntos de x.
Vxdp:Vy(Vz € y(z€x) >y € p).

» Separacion (Comprension). Para todo x, parametros X = x1, . .., X, y toda “propiedad” ¢(y, x),
existe el subconjunto de x formado por los y que cumplen con dicha propiedad. Es decir, para
toda féormula de primer orden ¢(y,x) que no tenga a s como variable libre, el siguiente es un
axioma:

VxVxds : Vy(y € s <> @(y,%) Ay € x).

= [nfinito. Existe un conjunto inductivo.

@ exAVy(yex—yU{y} ex).

» Reemplazo. Para cada “funcién definible” con pardmetros ¥ (con grafico y(-,-,x)), la imagen
de un conjunto por esa funcién estd incluida en un conjunto. Es decir, para toda férmula
y(-,-,X) que no tenga a r como variable libre, el siguiente es un axioma:

vx,x: (Vy € x3lz: y(y,z,X)) = Ir:Vy exTz(y(y,z,X) Az € 7).

» FEleccion (AC). Para todo conjunto x de conjuntos disjuntos no vacios, existe un conjunto que
corta a cada uno en exactamente un punto.

Vx((Vy,w€x:y7é®/\—Elt:tEy/\IEW) —>3c:VyEx(EI!z(Z€y/\zEc))).

Para obtener las oraciones de primer orden que forman la teoria ZF'C, hay que reemplazar algunas
expresiones por su definicion. En primer lugar toda referencia al conjunto vacio & de la forma
¢(2)! debe reemplazarse por

W (—Fu(uev)Ap(()).

Sin embargo, esto se puede simplificar en algunos casos, por ejemplo, para la expresion “y # &”
en el Axioma de Eleccion corresponderia

(I (-Fu(mev)Ay=v)),

aunque en presencia de los otros axiomas basta con escribir Ju (u € y).

'Con ¢ una férmula atémica.



En el Axioma de Infinito debe reemplazarse “yU{y} € x” por la férmula
Iw (Vi(tewet=yViey)Awex).

Como dltimo detalle técnico, las cuantificaciones “relativas” de la forma Vx € y ¢(x) se pueden
escribir usando los cuantificadores estandares: Vx (x € y — ¢(x)), y el 3! también se puede expresar
usando sélo V'y 3:

z(z) :=3z: 9(z) AV (9(7) = 7 =2).

Dado un conjunto de axiomas B, usaremos B~ para B sin Fundacién, B — P para B sin el
Axioma de Partes, y BC denotard B junto a AC. ZF son todos los axiomas menos AC y Z son todos
los axiomas menos AC y Reemplazo.

Advertencia. Es extremadamente frecuente el uso de la notacién “supra —” para indicar la
ausencia del axioma de partes. De manera que si la persona lectora se encuentra con ZF~ 6
ZFC™ enlacalle, probablemente se refieran a lo que aqui nombramos como ZF — Py ZFC — P,
respectivamente.

Finalmente, agrego unas palabras relativas a titulo de estas notas. Originalmente llamadas
“Apunte de Teoria de Conjuntos”, mutaron a la contracciéon Conjunteoria que se acerca muchisi-
mo mds al “Set Theory” anglosajon y también al original “Mengenlehre” en el alemédn de Cantor.
El neologismo también fue inspirado decisivamente por reuniones informales con estudiantes de
grado de la Universidad Nacional de Cérdoba para discutir problemas elementales de esta drea
durante 2017, que atinadamente fueron bautizadas Conjuntadas por Felipe E. Gonzdlez.

0.2. Ejercicios

Los ejercicios de esta secciéon cumple un rol “nivelador”; salvo los marcados con una estrella
(*), deberian ser accesibles para los lectores que quieran abordar este material. En la mayoria de
los casos, estos “ejercicios estrella” serdn considerados como algo optativo.

x0.1. Sea (x,y) = (x,y) := {{x},{x,y}}. Demostrar que
(x,y) = (z,w) siysélosi x=zyy=w (1)

x0.2. Escribir una férmula de primer orden @(x,y,z) en el lenguaje {€} tal que
¢(a,b,c) siysolosi c=(a,b).
x0.3. (*) La definicién de par ordenado ((x,y)) := {x,{x,y}} no es buena. Pensar cémo podria
fallar. (No se puede probar sin Fundacién que cumpla con la condicion (1)).

Los siguientes ejercicios explotan la idea de diagonalizacion. El primero da una manera uni-
forme de elegir algo fuera de un conjunto.

x0.4. Sear(X):={xe€X :x¢x} (rpor “Russell”). Probar que para todo X, r(X) ¢ X. (Ayuda:
r(X) er(X)M.



x0.5. Probar que la clase V de todos los conjuntos no es un conjunto (r(V') seria un conjunto).

x0.6. (Cantor) Probar que no hay suryeccién de X en % (X). (Ayuda: habria un b tal que f(b) =
{xeX:x¢ f(x)}).

Diremos x <.y 6 |x| < |y| (respectivamente, x =, y, x & y 6 |x| = |y|) si hay una inyeccion
(biyeccion) de x en y, y escribiremos x <.y 6 |x| < |y| si x <.y y x % y. Como es usual, usaremos
Yy Z2¢ Xy Yy >.xsimilarmente. Un conjunto x es contable si x <. N, e incontable en caso contrario.

Denotaremos 4B al conjunto de las funciones de A en B y A! al conjunto de las biyecciones de
A en A. Cuando definamos cardinales, escribiremos |B||A‘ para el cardinal de B y tendremos una
notacién més aritmética (pero menos mnemotécnica). Por dltimo, definimos

0:=0, 1:={0}, 2:={0,1}. (2)
x0.7. Paratodo X, X <. % (X) =.*2.
x0.8. Probar que si BNC = &, B9CA =. BA x CA. Ademis © (PA) =. ©*PA.
x0.9. (*) SeaA =N 6 R. Probar que 9 (A) <. A!UA. (Esto vale en general para todo A).

x0.10. Supongamos que para cada A € o existe B € & tal que A <. B. Probar que paratodo A € &,
A<.U4.

x0.11. (*) Sea I un conjunto arbitrario y para cada i € I, sean x; € R=°. Definimos ¥;; x; como:

Zx,- = sup{ZZleik ik €l,ne N}

il
Probar que si };c;x; < oo, entonces x; = 0 salvo para un conjunto contable de indices i.
(Ayuda: union contable de conjuntos contables es contable).

Es importante notar que la ayuda del ejercicio anterior depende del Axioma de Eleccion.
x0.12. (*) Demostrar que hay una funcion (necesariamente inyectiva) r — A, entre R y 9 (N) tal

quer<s <= A, CA,.

0.3. Clases

Una clase se corresponde intuitivamente con una coleccion de conjuntos C descripta por una
féormula de primer orden, y se pueden utilizar parametros para definirla. Especificamente, si ¢(x, X)
es una féormula de primer orden, denotaremos con

{xro(xx)}

la clase de todos los conjuntos x que satisfacen la propiedad ¢(-,x).
Las clases son s6lo un modo de referirnos a férmulas de la Teoria de Conjuntos. Por ejemplo,
la afirmacion “a € {x: @(x,%)}” es simplemente la férmula “¢(a,x)”. Otro ejemplo,

{xro(x0)} € {x: y(xy)}
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equivale a la formula Vx (¢(x,%X) — y(x,¥)). En este caso, decimos que {x : ¢(x,%)} es una sub-
clase de {x: y(x,y)}. De igual modo, llamaremos relacion de clase (binaria) a una férmula con
dos variables distinguidas.

En general, las expresiones que involucren clases solo se consideraran validas si pueden ex-
presarse sin utilizarlas, como en los ejemplos de arriba.

Definicion 0.2. La clase de todos los conjuntos serd denotada con V := {x : x = x}.

Un ejemplo para entender mejor el uso de clases es la Definicion 0.1. Veamos de qué manera
se puede generalizar a clases. Entonces, sea A = {x: ¢(x)} una clase, R una relacion de clase dada
por la férmula y/(x,y) binaria y consideremos dos posibles enunciados, que podrian interpretarse
como “R es bien fundada sobre A”:

(E) toda subclase no vacia X de A tiene elemento R-minimal;
o bien
(F) todo subconjunto no vacio X de A tiene elemento R-minimal.

En este ejemplo, la afirmacién (E) es un esquema y no puede escribirse como una férmula de
primer orden en el lenguaje de la Teoria de Conjuntos. La afirmacion (F), en cambio, si es una
férmula (construida usando las férmulas ¢ y ¥ que definen a A y R, respectivamente).

Ejercicio 0.3. Escribir dicha férmula. Convencerse de que el enunciado (E) involucra una cuanti-
ficacion sobre todas las féormulas.

De ahora en adelante, cuando digamos que una relacion es bien fundada sobre una clase, nos
referiremos a la férmula dada por (F).

0.4. Ejercicios

En los siguientes ejercicios, trabajar en la teoria de Zermelo sin Fundacion Z™. Para los que
tienen al final un “Modley” (@), hay una ayuda en el Apéndice A, y para los que tienen una (S),
una solucién en el Apéndice B.

x0.13. Probar que si ¢ es un conjunto no vacio, entonces (& := {x: VU € dd(x € U)} es un
conjunto. De hecho, para este ejercicio s6lo se usa Separacion y Extensionalidad. @

x0.14. Demostrar que A X B := {(x,y) : x € AAy € B} es un conjunto.
x0.15. Probar que si el conjunto f es una funcion entonces su dominio y su imagen son conjuntos

Notar que el Axioma de Reemplazo habla de la imagen de una funcién definible, no un conjunto
de pares.

x0.16. Probar que J(F U{X}) = (U%F)UX (un poco tedioso pero sale).

x0.17. Si us6 Fundacioén en el Ejercicio x0.4, hagalo de nuevo. Recuerde, a nadie le interesa ese
axioma. Idem Ejercicio x0.1.



1. Ordinales

En este apunte, igual que en el libro de Kunen, trataremos de desarrollar los resultados basicos
de la Teoria de Conjuntos evitando usar los Axiomas de Fundacién y de Partes. Es decir, trabaja-
remos principalmente en la subteoria ZF~— P.

Definicion 1.1. 1. Una relacion binaria R sobre un conjunto es un buen orden si es un orden
total bien fundado.

2. Un conjunto x es transitivo si para todo para todos los z,y, siz € y e y € x, entonces 7 € x.

3. Un conjunto & es un (niimero) ordinal si es transitivo y esta bien ordenado por la relacion
{(x,y) : x,y € ¢ Ax € y}. La clase de los ordinales serd llamada Ord.

La clase Ord esta bien ordenada por € (i.e., todo subconjunto x C Ord no vacio tiene elemento
minimo). Usaremos < en lugar de € para ordinales. Es facil probar que o < 8 siy s6lo si o C 3.
Se puede ver:

Teorema 1.2 (Paradoja de Burali-Forti). Ord no es un conjunto.

Es decir, no hay un conjunto cuyos elementos sean todos los ordinales.

1.1. Numeros Naturales e Induccion

Los primeros ordinales son 0, 1 y 2 (como aparecen definidos en la Ecuacién (2)). A continua-
cién enumeramos mas definiciones basicas relativas a ordinales. La funcién sucesor, esta definida
para todo conjunto de la siguiente manera:

S(x) :==xU{x}.
Cuando el argumento es un ordinal ¢, utilizamos la notacion alternativa o + 1 para S().
Lema 1.3. Para todo o ordinal, S(a) € Ord.
Definicion 1.4. Sea o € Ord.

1. «a es sucesor si es de la forma S(f) para algin ordinal 8. Si o # 0 no es sucesor, entonces
es (un ordinal) Iimite. La clase de los ordinales limite se denota con Lim.

2. o es un nimero natural si para todo 8 < «, 3 es 0 o sucesor.
3. w:={n € Ord : n natural} es la clase de todos los nimeros naturales.

Lema 1.5. Un ordinal o es sucesor siy solo si tiene elemento mdximo.

Lema 1.6 ([7, Def. 1.6.5]). Para todo par de conjuntos A,B, A x B:= {(a,b) :a € ANDb € B} es
un conjunto.

Teorema 1.7 (Principio de Induccién Ordinaria). Si X es una clase tal que 0 € X yVn(n € X —
S(n) € X), entonces @ C X.



Definicién 1.8. B* =4B:= {f: f es funcién de A en B}.

Para ver que la clase “B es un conjunto, hay que usar el Axioma de Partes. Sin usarlo, de todos
modos, se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 1.9. [. Paratodo n € w, "B es un conjunto.
2. <®B:={f:3Ine€w(f:n— B)} es un conjunto.

Demostracion. El primer item se prueba por Inducciéon Ordinaria, y no requiere el Axioma de
Infinito.

Sea X := {n € ®:"B es un conjunto}. Entonces 0 € X puesto que °B = {3}.

Supongamos que n € X, es decir, "B es un conjunto. Observemos que si f : S(n) — B, entonces
f=f1nuU{(n, f(n))}. Podemos entonces definir una funcién

(F,x) = FU{(n,x)} (3)

que manda una F € "By un x € B en una funcién de S(n) en B, y toda funcién de S(n) en B viene
de un par asi. Por hipétesis inductiva, "B es un conjunto y por el Lema 1.6, "B x B también lo es.
Luego, la imagen de dicho conjunto por la funcién (3), 5B, es un conjunto por el Axioma de
Reemplazo. Entonces S(n) € X. Por el Principio de Induccién Ordinaria concluimos que @ C X.
Para el segundo item, consideremos la funcién definible n — "B. La imagen de @ por esta
funcién, {"B : n € w}, es un conjunto (aplicando Infinito y Reemplazo), y finalmente <®B =
U{"B : n € o} también lo es por el Axioma de Unién.

Teorema 1.10 (Principio de Induccion en Ord). Sea X una clase. Si se dan las siguientes condi-

ciones:
1. 0eX;
2. o € X implica S(a) € X para todo a; y
3. Siyelim Va<y,ooeX)—yeX,
entonces Ord C X.

Este resultado también se conoce como Principio de Induccion Transfinita.

1.2. Ejercicios

x1.1. Probar los Lemas 1.3y 1.5.

x1.2. Paran,l € o, n > [ implica que existe m > [ tal que n = m+ 1.

x1.3. Si X es un conjunto de ordinales, | JX es un ordinal y es el supremo de X.

x1.4. Si C es una clase no vacia de ordinales, entonces (| C es el minimo de C.



1.3. Ordinales como tipos de buenos ordenes

Definicién 1.11. Un isomorfismo entre los posets P := (P, <P) y Q := (0, <?) es una funcién
biyectiva f : P — Q tal que x <¥y <= f(x) <Q f(y). Si hay tal f, entonces decimos que los
posets son isomorfos.

Lema 1.12. Sea X C Ord conjunto con el orden heredado y sea f : (X, <) — (8,<) un isomorfis-
mo. Luego f(§) < { paratodo § € X.

Demostracion. Por el absurdo. Tomemos el menor § tal que f(&) > {;luego { < f({) € S yen
consecuencia § € 8. Como f es sobre, existe f € X tal que f(B) = < f(&). Luego B < { puesto

que f es un isomorfismo. Por minimalidad de ¢ tenemos { = f(B) < B < &, una contradiccién.

Corolario 1.13 (Rigidez de los ordinales). Sean o, € Ord y f: o« — B iso. Luego a = y
f — ida.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que a C f3.
Porel Lema 1.12, f(x) < x paratodo x € o..2 Usando el mismo Lema con el iso f ~1 obtenemos
f~1(y) <yparatodoy € B D a. Aplicando f a ambos lados de la desigualdad, conseguimos

S D)) < F() = y<f(y) paratodoy € a.
En conclusion, f es la identidad en « y por ser sobre, o0 = 3.

Corolario 1.14. Sea R un buen orden sobre A. Luego hay a lo sumo un o € Ord y un isomorfismo
h:{A,R) = (a,€).

Demostracion. Supongamos h: (A,R) — (a,€) y I’ : (A,R) — (&, €) isomorfismos. Luego /' o
h~! es un isomorfismo de & en o/, luego debe ser la identidad por rigidez. En conclusion, & = '
yo=a.

Definicion 1.15. Sea R una relacion binaria sobre A. El segmento inicial determinado por a € A
es el conjunto de sus R-predecesores:

predy g(a) = pred(a) = al :={x € A:xRa}.
Lema 1.16. Sea h: (A,R) — (X, <) un isomorfismo. Luego
1. h preserva segmentos iniciales: hlal] = h(a)].
2. SiBCA, h | B es iso sobre su imagen.
Corolario 1.17. Si h: (A,R) — (&, €) es un iso sobre un ordinal y a € A, entonces hlal] = h(a).
Demostracion. Por ser o transitivo, h(a)l = {B : B € h(a)} = h(a).

Ejercicio 1.18. Si (A,R) y (X, <) son 6rdenes totales y & : A — X, entonces & es un isomorfismo
siy solo si es sobre y cumple con Va,b € A(a Rb = h(a) < h(b)).

2 Alternativamente, Ff(x) <x < aimplica f(x) < a, y al ser f sobreyectiva, § C a. Considerando f —1 obtenemos
o C B también.
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Ejercicio 1.19. Sean x y y/(y,z,%) que cumplen las hipétesis de Reemplazo. Luego existe una
funcién (conjunto) f tal que para todo y € x, se da y(y, f(y),%).

Teorema 1.20 (Ordinales son los tipos de buenos 6rdenes). Sea R un buen orden sobre A. Luego
hay un vnico o € Ord isomorfo a (A,R).

Demostracion. La unicidad esta asegurada por el Corolario 1.14. Diremos que a € A es bueno si
el subposet a] cumple con el Teorema; es decir, si existe un ordinal isomorfo a a. Llamemos G al
subconjunto de los elementos buenos de A. Por Corolario 1.14 de Rigidez, hay a lo sumo un ordinal
isomorfo a a| y un unico isomorfismo sobre este ordinal. Aplicando el Ejercicio 1.19 dos veces,
hay una funcién f tal que f(a) es el Gnico ordinal isomorfo a al, y para cada a, h, : al. — f(a) es
el tnico isomorfismo. Veamos que:

(f) Paratodoa € GytodocRa,sedaquec € Gy f(c) = ha(c).

Supongamos que @ € Gy ¢ R a, es decir ¢ € al. Luego la restriccion del iso iy, h, [ (cl) 1 el —
halcl] es iso (por el Lema 1.16.2) y aplicando el Corolario 1.17, h,[c)] = h4(c) es un ordinal.
Luegoc € Gy f(c) = hy(c).

Probaremos que f es un isomorfismo de (G, R) sobre un ordinal. Preserva orden: ¢ R a implica
f(c) =hy(c) € f(a) (luego es iso sobre su imagen por el Ejercicio 1.18). La imagen de f es un
ordinal: si 1 € & = f(a), entonces N = hy(c) = f(c) para algin ¢ € al; luego N también estd en
la imagen.

Sea o = img(f). Veremos por dltimo que G = A, asi que f es un isomorfismo de (A, R) sobre
o. Por (), resulta que G es un segmento inicial de A. Si A\ G fuera no vacio, y e es su menor
elemento, deberia ser G = eJ. Pero entonces e] = o y por ende e € G, absurdo. Entonces G =A 'y
queda demostrado el Teorema.

Definicion 1.21. Si R es un buen orden sobre A, denotamos con tipo(A; R) (o con tipo(A) 6 tipo(R)
si el contexto lo permite), al dnico ordinal isomorfo a (A, R).

Corolario 1.22 (de la prueba). Para cada B < tipo(A;R), existe a € A tal que 3 = tipo(al,).

Demostracion. Sea o := tipo(A;R). En la notacién de la prueba del Teorema 1.20, notar que f
es un isomorfismo de (A,R) sobre «. Luego si B € o, hay a tal que f(a) =By hy:al — B es
isomorfismo.

Lema 1.23. Sea (A,R) un buen orden y X C A. Luego tipo(X;R) < tipo(A;R).

Demostracion. Por el Teorema 1.20, podemos reemplazar a A por un ordinal & = tipo(A) y a R
por <. Sea 0 :=tipo(X) y sea f : X — & isomorfismo. Por el Lema 1.12, f(x) < x € & para todo
x € X. Luego tipo(X) = f[X] C a = tipo(A). En conclusidn, tipo(X) < tipo(A).
1.4. Aritmética ordinal

Definicion 1.24. El producto ordenado P - Q de dos posets Py Q es el poset (Q x P, <j,,) con el
orden lexicografico:

(g1, 1) <tex (q2,02) <= q1 <V @V (g1 = g2 Ap1 <F p2).
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Definicion 1.25. 1. La unién disjunta de dos conjuntos A y B es el conjunto

A®B:={0} xAU{1} xB.
2. Dados «, 3 € Ord, la suma ordinal es
a—+ B :=tipo({at® B, <iex)),
y el producto ordinal se define como
o- B :=tipo({B X o, <jex)),
donde en cada ordinal consideramos el orden estdndar < = €.

La regla mnemotécnica para recordar como se define el producto ordinal es leer @ - B como “o
repetido B veces”; es decir, se toma el buen orden (f3, €) y se reemplaza cada punto por una copia
del orden (a, €).

La notacién introducida en la Subseccién 1.1 pega bien con la definicién de suma:

Ejercicio 1.26. o+ 1 = S(«), y ademés la suma ordinal es asociativa: ot + (B +7) = (a+ ) + 7.

Ayuda. Bastaverque o« ® (B D y) = (adpB)DYy.

Proposicion 1.27. La suma preserva supremos limite en la segunda variable. Es decir, si y € Lim,
o+y=sup{a+6:6 <y}

Demostracion. Sea s :=sup{a+J : 6 < y}. Veremos las dos desigualdades.
Notemos que si 8 < ¥, a @ 3 C o @ y. Luego por el Lema 1.23,

o+ =tipo(ad 8) < tipo(x®y) = a+7Y.

Entonces s < o + 7.

Para la otra direccion, observemos que &+ ¥ no tiene dltimo elemento, asi que &+ 7y = sup(a +
¥) = sup{B : B < o+ y}. Luego, para probar o« + ¥ < s basta ver que para todo 8 < o + Y existe
0 <ytalque B < a+d.

Sea f:a+7y— a®yiso,y B < a+7. Luego hay § < y tal que f(B) < (1,8).3 Sea B’ <
o+ v tal que f(B’) = (1,8); tenemos entonces B’ > B. Luego f [ B’ : B’ — (1,0)] es iso. Pero
(1,6)] = o ® 9, asi que B’ = a + & por rigidez.

1.5. Ejercicios

En los siguientes ejercicios, las primeras letras del alfabeto griego denotaran ordinales.
x1.5. Probar que ningtin buen orden estricto es isomorfo a uno de sus segmentos iniciales.
x1.6. Representara @+ @ y a @ - @ como subposets de R.

x1.7. Probar que si B < ¥, entonces o + 8 < ot + 7.

x1.8. Paratodo o > [ existe un dnico ytalque x = + 7. ©

3Se puede tomar & como la segunda componente de f(f8) si es menor a 7, y sino 0.
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1.6. Recursion en Ordinales

Junto a la observacion trivial de que o 40 = «, el Ejercicio 1.26 y la Proposicién 1.27 implican
que la suma satisface las siguientes propiedades:

o+0=o0o
o+S(B)=S(a+p)
o+y=sup{a+9d:9 <7y}, ylimite,

que pueden considerarse como una definicion recursiva de la suma ordinal.
En general, tenemos el siguiente resultado, que serd consecuencia del Teorema de Recursion
sobre relaciones bien fundadas (Seccién 2):

Teorema 1.28 (Recursién en Ord). Sea G :V XV — V definible. Luego hay una tinica F : Ord —V
tal que F(&) = G(E,F | &) para todo & € Ord.

Es decir, G viene definida por una férmula ¢(x, f,y,Z) en la que y depende funcionalmente de
xy f,y Z son pardmetros; y la tesis enuncia que hay una tnica férmula (a mas de equivalencia en
ZF~—P) y(x,y,Z) que define una funcién F en Ord tal que para cada & € Ord, si f es la funcién
dada por el Ejercicio 1.19 para w con A = & + 1, entonces se da (&, f | &, f(&),2).

Con este Teorema disponible, la definicion recursiva de la suma se hace de la siguiente manera:

» Definiremos “sumar « a la izquierda”, es decir, F (&) = ot 4+ & (o es un pardmetro).
» Para esto, la funcién G da «a si & = 0 (notar que la funcidn parcial f es vacia: F [ 0 = &);

» G usa el valor anterior de F si & es sucesor (i.e., de la funcién parcial f sélo me fijo en el
ultimo valor que tomo);

= sino, usa todos los valores anteriores si & es limite, y toma el supremo.

Es decir,
)

a f=9
S(f(B)) f es una funcién y dom f = S(B)

G(f)=9 . » :
sup(img f) f esuna funciéony dom f € Lim

%) en caso contrario.
\

La dltima cldusula asegura que G esté definida para fodos los argumentos.

Ejercicio 1.29. Escribir la férmula ¢ que corresponde a esta G. Pueden utilizarse las abreviaciones
S(+), U, img, &, dom y Lim.

Por ejemplo, a+0 = F(0) = G(F [ 0) = G(2) = a,
a+1=F(1)=G(F | 1) = G{{0,a)}) = S(£(0)) = S(x)
pues dom f = {0} = 5(0), y asumiendo que F(n) = o + n para todo n € o,
a+o=F(w)=G(F | ®) =sup(img(F | ®)) =sup{a+n:ne o).
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Por ejemplo, demos una definicion recursiva del producto ordinal:

a-0:=0
o-(B+1):=(a-B)+a
o-y:=sup{a-06:06 <Yy}, ylimite,

Ejemplo 1.30. Probemos por induccién en Ord que el producto ordinal es monétono en la segunda
variable. Es decir, probaremos por induccion en & que

Paratodo o ytodo f <&,sedaa-B <a-&.

& =0/ Es obvio, porque si f < 0 entonces § = 0, y tenemos la (des)igualdad.

& + 1| Supongamos que vale para . Sea ahora B < & + 1. Como antes, si son iguales es

trivial; entonces supongamos que 8 < &.

o-f<a-& hipétesis inductiva
=a-£E+0 definicién de +
<a-t+a -+ es mondtona (x1.7)
=a-(E+1) definici6n de -

Nuevamente, supongamos 3 < ¥y probemos o - < ¢¢-y. Como « -y =sup{ -9 :
0 < 7}, debe ser mayor o igual que cualquier o - 0 con § < ¥. En particular, para 6 = 3.

Definicion 1.31. Una funcién F : Ord — Ord es normal si es estrictamente creciente y preserva
supremos limite, i.e., F(y) = sup{F(B) : B < ¥} cuando ¥ es limite.

Comentario. Las funciones normales resultan exactamente las que son crecientes y continuas en
la topologia del orden.

Proposicion 1.32. Sea F mondtona creciente que preserve supremos limite. Entonces, F (supX ) =
sup F[X] para todo conjunto X de ordinales.

Demostracion. Si X tiene mayor elemento, es consecuencia directa de la monotonia. Para el caso
de que sup X sea un ordinal limite, se deben usar ambas propiedades. Queda como ejercicio.

Ejercicio 1.33. Dar ejemplo de funcién f que preserve supremos limite pero tal que existan y €
Limy X C ycon y=supX pero f(supX) # sup f[X].

Corolario 1.34. Sea F normal. Entonces, F (supX ) = sup F[X] para todo conjunto X de ordinales.

La suma ordinal es normal en la segunda variable por la Proposicién 1.27. Por su parte, la
funcién B — « - B preserva supremos limite (por la definicion recursiva). Luego:

Corolario 1.35. Paratodo oo y X C Ord, ot +supX =sup{a+B:B X} yo-supX =sup{a-p:
BeX}
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1.7. Ejercicios

x1.9. Probar que B — - 3 es estrictamente creciente para & # 0 (es el mismo argumento del
Ejemplo 1.30). Luego es normal.

x1.10. Probar la Proposicién 1.32.

x1.11. Probar las siguientes propiedades de las operaciones ordinales:
ao-(f+y)=ap+o-y.0O )l+o=0<w+1.
by a-(-y)=(a-p)v.® d)2-0=0<0-2.

x1.12. Definir recursivamente la operacion de exponenciacion de ordinales de manera que se cum-
plan las leyes de los exponentes:

aﬁ+7: aﬁ '(XY aﬁ'yz (aﬁ)y

y la continuidad af = sup{a? : y < B} cuando B es limite y o > 0.
a) (Tsaban [10]) ;Qué pasa cuando o = 0?
b) (Cuanto da 2®? (no confundir con la exponenciacién cardinal).
x1.13. Sea & :=sup,, &% donde 0 := ® y O41 := @*. Probar que & es el menor € tal que
£ =0t
x1.14. Probar que los puntos fijos de una funcién normal no son acotados. @

Una clase C de ordinales es cerrada si para cada conjunto no vacio X C C, supX € C.
x1.15. Los puntos fijos de una funcién normal forman una clase cerrada.

En general, cuando una clase es cerrada y no acotada (en un ordinal o en Ord), se dice que es un
club. Luego, los puntos fijos de una funcién normal son un club en Ord.
Trabajando en ZF ", se puede dar una primera definicion por recursion en Ord de los conjuntos
Vi de la jerarquia acumulativa.
Vo:=9
Vot1:=9 (Va)
Vy:=U{Va:a <7}, v limite.
x1.16. Probar las siguientes:
a) Para todo ordinal o, Vi C V.
b) o < 3 implica Vo C V.
c) Para cada «, V es transitivo.
d) o C Vy. En conclusion, o € V1.
Se puede ver que el Axioma de Fundacion es equivalente a V = Jycorq Vo bajo ZF ™.
En la Seccién 9 daremos una definicion distinta de los Vj, (y usaremos la notacion R(@)) que

no depende del Axioma de Partes. Sin embargo, para demostrar que son conjuntos, si hace falta
dicho axioma.

15



2. Induccion y recursion sobre relaciones bien fundadas

En esta seccion, cuando nos refiramos a una relacién R, se entenderd que R estd definida por
una formula con (al menos) dos variables libres (i.e., es una clase). Los resultados de esta seccion
son independientes de los que involucran la aritmética ordinal y cardinal.

Definicion 2.1. Sea R una relacién y A una clase.

1. s es un R-camino de longitudn+ 1 enA sin € ®,n > 1, s es una funcién, dom(s) = n+ 1,
img(s) CAyVj<n,s(j)Rs(j+1). Decimos que s es un camino en A de s(0) a s(n).

2. La clausura transitiva de R en A es la relacién R* definida por x R* y sii existe un camino
enAdexay.

La siguiente observacion elemental es la llave para los resultados posteriores.
Lema (%) 2.2. Si R es una relacion y A es una clase con x,z € A, entonces son equivalentes:
= x R* z (via un camino de longitud n+1); y
m [n=1yxRz]o[n>1yexisteuny € A tal que x R* y (via un camino de longitud n) e y R z].

Demostracion. (=) Supongamos que x R* z. Luego hay un R-camino s : n+1 — A, con s(0) = x
y s(n) =z. Sin =1, entonces x = s(0) R s(1) = z por definicién de camino. En caso contrario, si
n > 1, por el Ejercicio x1.2 existe m > 1 tal que n =m+ 1 y la funcién s | (m+ 1) es un camino
de x ay := s(m) de longitud n; es decir, x R* y. Por dltimo, y = s(m) R s(m+ 1) =z, y tenemos la
implicacion directa.

(<) Si x R z entonces podemos definir el R-camino {(0,x),(1,z)} de longitud 1+ 1 de x a z
como arriba. Por otro lado, en el caso de la segunda condicién, sea un R-camino s : n — A, de
longitud n de x a y, donde n > 1. Luego por Ejercicio x1.2 hay unm > 1 tal que n =m+ 1. La
funcién s’ := sU {(n,z)} es un camino de longitud n+ 1 entre x y z, puesto que por hipdtesis
Vj<m,s(j)Rs(j+1),yademés s(m) =y Rz=s(n) =s(m+ 1). En conclusion, s’ atestigua que
XR* z.

Lema 2.3. Si R es una relacion y A es una clase, R* es una relacion transitiva en A.

Demostracion. Fijemos x e y en A tales que x R* y. Probaremos, por induccion ordinaria en m, que
para todo z € A tal que y R* z via un camino de longitud m, se da que x R* z.

En este caso, tenemos x R* y R z, luego x R* z por el Lema (x) 2.2.

Sea z € A, y supongamos que hay un camino de longitud m + 1 entre y y z. Por el
Lema (x) 2.2 existe w € A tal que w R z y hay un camino de longitud m entre y y w; por
hipétesis inductiva tenemos x R* w. Nuevamente el Lema (x) 2.2 asegura que x R* z.

Proposicion 2.4. La clausura transitiva R* de R en A es la menor relacion transitiva sobre A que
contiene a R | A.

Comentario. Frecuentemente se utiliza la notacién R* para la clausura reflexiva y transitiva de una
relacion, y se reserva R™ para la clausura transitiva. Si R es bien fundada, entonces R es irreflexiva,
y se puede demostrar que su clausura transitiva también lo es.

16



Es importante destacar que en el caso de una relacién R sobre un conjunto A, R* se puede
obtener como la interseccion de todas las relaciones transitivas (conjuntos) sobre A que contienen
a R | A. Sin embargo, cuando A es una clase, este procedimiento es ilegal (no se puede escribir
“todas las clases” en la 16gica de primer orden).

Definicion 2.5. Diremos que una relacion R es conjuntista en A si para cada a € A, pred, z(a) es
un conjunto.

Lema 2.6. Si R es conjuntista en A entonces R* también lo es.

Demostracion. Para cada a € A, sea D,(a) la clase de los x € A tales que x R* a via un camino
de longitud n + 1. Probaremos por induccién en n que para todo a € A, D,(a) es un conjunto.
Para comenzar, Dy(a) = @ por no haber caminos de longitud 1. Supongamos ahora que para n la
afirmacion es cierta, y sea a € A. Por el Lema (x) 2.2, tenemos

Dyi1(a) = U{Da(b) : b € al}.

El Axioma de Reemplazo asegura que {D,(b) : b € al} es un conjunto puesto que los D,(b) lo
son por hipétesis inductiva y al lo es por ser R conjuntista, y el Axioma de Union garantiza que
Dy,+1(a) también lo es.

Finalmente, si a € A, pred, g-(a) = U{Dn(a) : n € @} es un conjunto por Infinito, Reemplazo
y Unidn.

Comentario. En [7, Lemma 1.9.5(2)] hay una prueba esencialmente igual a la que acabamos de
presentar, pero la descomposicion de los D, (a) es distinta aqui para poder aprovechar el Le-
ma (%) 2.2.

Teorema 2.7 (Induccién Bien Fundada). Si R es bien fundada y conjuntista en A, y X es una
subclase no vacia de A, entonces X tiene un elemento R-minimal.
Equivalentemente, si X satisface Vx € A (x| CX — x € X) entonces A C X.

Demostracion. Fijemos a € X. Si a es R-minimal en X, estamos. Sino, sea b un elemento R-
minimal del conjunto predg«(a) NX. Luego b es R-minimal en X, puesto que si y R b tenemos
y € predg«(a) por la transitividad de R* y entonces y ¢ X, por la minimalidad de b.

Teorema 2.8 (Recursion Bien Fundada). Sea R bien fundada y conjuntista sobre A y sea G :
V xV — V definible. Luego hay una vinica F : V — V tal que F(a) = G(a,F | (al)) para todo
a €Ay F(x)=0 paratodo x ¢ A.

Nuevamente, este enunciado se interpreta como el Teorema 1.28. Es decir, supongamos que
hay una férmula ¢ tal que Vx,s 3!y ¢(x,s,y) y escribimos y = G(x, s) en lugar de ¢(x,s,y). Luego
hay otra férmula v tal que Vx3lyw(x,y); y si f es la funcién dada por el Lema 1.19 para el
conjunto al U {a} y la férmula y (es decir, f = F | (a] U{a})), entonces se da que f(a) =
G(a, f | (al)). Més atin, cualquier otra ¥’ que cumpla con la conclusién debe ser equivalente a y
bajo ZF~— P.

Este Teorema incluye el caso en el que A es un conjunto, por lo que justifica también las
definiciones recursivas sobre relaciones bien fundadas en un conjunto.
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Para probar este Teorema, necesitaremos definir el concepto de aproximacion a una solucion
de la ecuacion F(a) = G(a,F | (al)). Estas aproximaciones funcionardn andlogamente a las fun-
ciones h, de la prueba del Teorema 1.20. Sea, entonces, Aprox(d, &) la férmula que dice:

1. d es “R-cerrado para abajo”: Vy € d,y] C d;
2. hes una funcién condomh =d CA;y
3. paratodoy € d, h(y) = G(y,i | (y)).

Es decir, & cumple con la definicion recursiva dentro de d. Observemos que d debe contener,
ademads de los predecesores de un y € d, todos sus R*-predecesores. Usaremos y|* para denotar el
conjunto predg(y) de R*-predecesores de y.

Lema 2.9. Supongamos Aprox(d,h). Luego para todo z € d, z|* C d.

Demostracion. Lo probemos por induccion bien fundada. Para ello, sea z minimal en d tal que
zZJ* € d, ie., existe un x € z,* \ d; en particular, x K z. Por el Lema (x) 2.2 existe un y tal que
X R* y R zy en conclusion y € d. Por minimalidad de z, tenemos que x € d, absurdo.

Definimos A, :=h [ ({x} Ux]") para toda & con {x} Ux]" C dom~h.
Lema 2.10. Si x € d y Aprox(h,d), entonces Aprox({x} Ux|",hy).

Demostracion. En primer lugar, por el Lema 2.9, x|* C d, asi que la notacién A, tiene sentido
aqui. Veamos que d, := {x}Ux|" es R-cerrado para abajo. Supongamos y € d, y z R y; esto dltimo
implica que z R* y. Si y = x, entonces z € x|*, luego z € dy. Si y € x|*, entonces z R* y R* x, y por
transitividad de R*, z R* x; en este caso también z € d,.

Finalmente, dom A, = d, por construccién y como d, es R-cerrado para abajo, cumple con la
ecuacion recursiva (puesto que valia en el conjunto mayor d).

Lema 2.11 (Unicidad de aproximaciones). Supongamos Aprox(d,h) y Aprox(d',h'). Entonces
h(x) = W' (x) para todo x € dNd'. En particular, hy = I, para todo x € dNd'.

Demostracion. En busca de un absurdo, supongamos que X := {x € dNd’ : h(x) # I (x)} es
no vacio. Por induccién bien fundada, tomemos un elemento R-minimal x € X; en particular,
x| € dNd'. Por la minimalidad de x, tenemos & | (x}) =&’ | (x|), asi que la ecuacidn recursiva
implica lo siguiente:

h(x) = Gx,h [ (x})) = Gl [ (x])) = (x).

Esto contradice la eleccion de x.
La tltima afirmacion se sigue de que {x} Ux]* C dNd’ por el Lema 2.9.

Prueba del Teorema 2.8. La férmula que define y = F(x) ser4 la siguiente:
(x¢ ANy =0)V (x € ANTd,h(Aprox(d,h) Ax € d Nh(x) =)).

Es decir, el valor de F(x) es el valor de cualquiera de sus aproximaciones que tenga a x en su
dominio. Hay que verificar buena definicién y unicidad.
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Para la buena definicion, hay que ver que dos aproximaciones /4 y 4’ no pueden diferir en el
valor en x y que existe al menos una aproximacion con x en su dominio. La primera propiedad esta
asegurada por el Lema de unicidad de aproximaciones. La existencia se prueba por induccion bien
fundada. Debemos ver que para todo x € A existen d, A tales que x € d y Aprox(h,d).

Supongamos por el absurdo que X :={x €A : —=3d,h:x € d NAprox(h,d)} es no vacio; por el
Teorema 2.7 podemos tomar un a € X R-minimal. Por minimalidad, x R a implica x ¢ X. El Lema
de unicidad de aproximaciones permite aplicar el Axioma de Reemplazo usando el conjunto al y
la aplicacidn x — hy; luego {hy : x € al} es un conjunto de funciones y nuevamente por la unicidad,
su unién es una funcién .

Afirmacién. Aprox(al*,h).

Prueba de la Afirmacion. Sea x € al”; por transitividad de R* es inmediato que x| C al*. En
segundo lugar, el dominio de A, es {x} Ux]", y es facil ver que la uni6én de todos estos conjuntos
para x R a da exactamente a|”. Por dltimo, se cumple la ecuacién recursiva. Supongamos que
y € al”. Entonces y € {x} Ux]* = domh, para algin x R a. Entonces

h(y) = he(y) = G, T (1)) = Gy e | (1))

Sea ahora d := al* U {a} y sea h:= hU{{(a,G(a,h | (al)))}. Igual que en la prueba de la
Afirmacion, obtenemos Aprox(d,h), lo que contradice la definicion de a.
La unicidad de F se sigue del Lema de unicidad de aproximaciones.

Prueba del Teorema 1.28. La relacion < = € es bien fundada sobre Ord y obviamente es conjun-
tista. S1 G : V — V estd dada, sea F' la funcion dada por el Teorema de recursion bien fundada para
G'(x,s) := G(s). Luego F cumple con la ecuacion recursiva necesaria sobre Ord.

3. Cardinales (sin Eleccion)
Definicion 3.1. X <. Y (respectivamente, X =, Y) significa que hay una inyeccién (biyeccion) de
X enY. Usaremos X <. Y paradenotarque X <.Y ynosedaX =.Y.

Diremos que un conjunto A es bien ordenable si existe un buen orden sobre él. Usando el
Teorema 1.20, esto equivale a que exista una biyeccion con un ordinal.

Definicion 3.2. Un cardinal es un ordinal tal que @ <. k para todo o € k. Si A es bien ordenable,
|A| denotara el dnico cardinal biyectivo con A.

Lema 3.3. Sea A bien ordenable. Luego para todo X C A, X es bien ordenable y |X| < |A|.

Demostracion. Sea R un buen orden de A de tipo k; por el Lema 1.23, tipo(X;R) < k, luego
|X| < tipo(X;R) < k.

Lema 3.4. Sea A bien ordenable, y sea f : A — B una funcion sobreyectiva. Luego B es bien
ordenable y |A| > |B|.

Demostracion. Pongamos un buen orden sobre A y definamos g : B — A de la siguiente manera:
g(b) :=min{a € A: f(a) = b} = min £~ (b).

Es inmediato que g es 1-1, luego B <. A y se siguen las afirmaciones en la tesis.
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3.1. Teorema CSB

El Teorema de Cantor, Schroder y Bernstein para conjuntos establece, sintéticamente, la anti-
simetria de la relacion de orden entre cardinalidades.

Teorema 3.5. Sean X e Y conjuntos, f : X —Y y g:Y — X funciones inyectivas. Entonces hay
una biyeccion entre X e Y.

Usando la notacién de la Definicién 3.1, el enunciado del teorema anterior se puede escribir
sucintamente como:
X< YAY < X = X=.Y,

para cada X, Y.

Demostracion. Definamos por recursién en n € ®,
Xo:=X, Xut1:=g(f(Xn)) Yo=Y, Yur1:= f(g(Ya)).
Probemos primero por induccién que para todo n > 0,
Xy 28(Yy) 2 Xnt1, Yu 2 f(Xn) 2 Yogr. 4)

Paran=0,Xo=X D g(Y) 2 g(F(Y)) = X;. Supongamos por hipdtesis inductiva que X, O g(¥,) 2
X,+1. Aplico go f y obtengo
Xnt1 2 8(f(8(Yn))) 2 Xns2-

Pero g(f(g(Yy))) = g(Ya+1), y tenemos el resultado.
Como fes 1-1, f(A\B) = f(A) \ f(B). Luego

f(Xn\g(Yn)) :f(Xn) \f(g(Yn)) = f(Xn) \Yn—H-

Como g es inyectiva, la inversa g~ : g(Y) — Y estd bien definida. Analogamente al caso anterior,
gV \ f(Xn)) = g(Yn) \ Xnt1y luego

g ' (g(¥n) \ Xus1) = Yo \ f(X).

Por ultimo, si estipulamos que Xo := (), Xy Y Yo := (), Y, Obtenemos por (4) (y usando la inyec-
tividad de f nuevamente) que f(X.) = Ye.. Entonces la funcion definida como

h(x) := {f(x) six €U, (X \g(¥n)) UXeo

g ' (x) sixeU,(g(¥)\ Xut1),
es una biyeccion de X sobre Y.

Este teorema, con exactamente la misma prueba, vale para espacios medibles. La version “bo-
reliana” es la que sigue.

Teorema 3.6. Sean (X,¥) y (Y,T) espacios medibles, f : X —Y y g:Y — X incrustaciones
medibles tales que f(X) € T y g(Y) € #. Entonces (X, es isomorfo a (Y, 7).
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3.2. Ejercicios

x3.1. Hallar una biyeccion que atestigiie [0, 1) =, [0, 1] usando la prueba del Teorema CSB.

x3.2. Es fécil definir explicitamente una biyecciénentre {x e R: 0 <x < 1} y{xeR:0<x <
V2}.
a) (Quétalunaentre (xcQ:0<x< 1}y {xcQ:0<x<+2}?

b) (*) (Existe alguna que preserve la relacién de orden (i.e. monétona)?* @

3.3. Teorema de Hartogs y los Alef

En esta seccion trabajaremos en ZF .

Probaremos més adelante que AC implica que todo conjunto es bien ordenable (Teorema 4.7);
luego, utilizando este axioma, es inmediato que existen cardinales arbitrariamente grandes: para
todo k, |9 (k)| es estrictamente mayor que k. Sin embargo, una de las ideas mas finas de la teorfa
bésica de cardinales muestra que se puede hacer casi lo mismo sin invocar eleccion.

Teorema 3.7 (Hartogs). Para todo conjunto, hay un cardinal x tal que K £, A.

Demostracion. Sea W := {(X;R) : R buen orden de X C A}, el conjunto de los buenos 6rdenes
sobre subconjuntos de A. Veremos que el conjunto de ordinales k := tipo[W] es un cardinal que
no se inyecta en A.

Probaremos ahora la siguiente propiedad:

(+) o € Kk <= a <A, para cada ordinal a.

(=) Sea a € k. Entonces existe (X,R) € W con o = tipo(X;R) e inmediatamente o <. A.
(<) Supongamos que f : &t — A es inyectiva. El buen orden de o induce via f un buen orden en
fle], isomorfo a a. Luego o = tipo(f[a]) € k.

Veamos que k es un ordinal. Para ello, basta ver que es transitivo. Supongamos que & € 8 € k.
Por (+), ¢ <. B <. A, luego @ <. A y usando (+) nuevamente, @ € K.

Ahora, k es un cardinal. Si no lo fuera, k¥ <, o para algin o < k. Pero (+) implica entonces
que K <, o <. A, entonces K <. A. Nuevamente por (+), K < K, absurdo.

Comentario. El cardinal k de la prueba se denota X (A), especialmente en ausencia de AC. La cons-
truccion de Hartogs sirve tanto para conjuntos finitos, e infinitos, y por (+) da el menor cardinal
con esa propiedad. Por tal motivo, si A es finito, N(A) es igual al nimero natural |A| 4 1.

El Teorema de Hartogs también puede ser probado en Z~ (sin usar Reemplazo), si uno cambia
en el enunciado “cardinal” por “conjunto bien ordenable”. Para ello, uno tiene que definir k¥ como
el conjunto de clases de equivalencia de la relacion de isomorfismo sobre W.

En virtud de este resultado, se puede definir en ZF ™ :

Definiciéon 3.8. Para cada ordinal o, o™ es el menor cardinal mds grande que o. Los cardinales
incontables de la forma @™ se denominan sucesores y los demds, limites.

“Esto motiva un teorema muy interesante de Cantor sobre 6rdenes densos.
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Llegamos a la definicion més bella desde el punto de vista tipogréfico en la Teoria de Conjun-
tos.

Definicion 3.9. Definimos por recursion en Ord la funcion N:
No = o, Nor1:=N7, Ny :=sup{Ns:8 < 7}, si y € Lim.

Es muy usual la notacién wy para Ny, especialmente si se quiere referir a su cardcter como
tipo de orden.

Teorema 3.10. La funcion 8 enumera todos los cardinales infinitos en forma estrictamente cre-
ciente.

Demostracion. Probaremos que o < 3 implica 8y < 8g por induccién en . El resto (que cubre
todos los cardinales) queda como ejercicio.

El caso B = 0 es vacuo. Supongamos que 8 = £ + 1, y por hipétesis inductiva, X5 < N¢ para
todo 6 < &. Observemos primero que por Hartogs, Ng < sz = Ng 1. Sea ahora a < &+ 1. Tanto
si ¢ =&, como si o < & (usando la hip6tesis inductiva), la observacion implica que Xq < Negr-
Por altimo, el caso limite se resuelve de forma elemental, por el Ejercicio x0.10.

Definicion 3.11. Card denota la clase de todos los cardinales infinitos.

3.4. Ejercicios
x3.3. Demostrar que |R x R| = |N]R| =20,

x3.4. a) Probar que o < N, para todo .

b) Probar que la imagen de la funcidon o — Ny son todos los cardinales infinitos.

4. EIl Axioma de Eleccion

Escrito casi como una férmula de primer orden en el lenguaje {€}, el Axioma de Eleccién
(AC) es la siguiente oracion:

VF: (VA BEF A+ @DN-Tt:t€cANteB) -»IC:VAeF (Iz2(zec ANz e)).

De manera un poco mas legible, enuncia que para cualquier familia & de conjuntos no vacios, dis-
juntos dos a dos, existe un conjunto C “de eleccién” que los interseca en exactamente un elemento.

Completaremos en lo que sigue las pruebas de equivalencia de algunos enunciados famosos
con el Axioma de Eleccion, trabajando mayormente en ZF — P e indicando el uso del axioma de
partes.

Definicion 4.1. 1. AC™ es la afirmacién que todo conjunto es bien ordenable.

2. El Lema de Zorn es el enunciado que para cada poset P, si toda cadena en P tiene una cota
superior, entonces hay un elemento maximal en P.
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Luego, usando el Axioma de Reemplazo, AC™ dice que todo conjunto estd en biyeccion con
un ordinal.

Lema 4.2. AC" implica el Axioma de Eleccion.

Demostracion. Sea F como en el enunciado de AC, y tomemos por AC™ un buen orden de % .
Luego C:= {minA:A € F}.

Definicion 4.3. El Principio Maximal de Hausdorff enuncia: Todo poset tiene una cadena ma-
ximal (i.e., que no estd incluida propiamente en otra cadena).

A pesar de no ser tan popular como el Lema de Zorn, el uso de este principio resulta en pruebas
ligeramente mas cortas (y luego mas claras) que las que utilizan Zorn (jademas es mas facil de
recordar!). Un ejemplo de esto es cuando uno quiere probar que todo espacio vectorial tiene una
base. El argumento usual dice que los conjuntos linealmente independientes (LI) estdn parcialmen-
te ordenados por C, y que la unién de una C-cadena de conjuntos LI es LI, que automaticamente
resulta cota. El Lema de Zorn asegura un elemento maximal %8, y luego se procede a probar, por
el absurdo que este conjunto LI genera.

Usando el Principio de Hausdorff podemos tomar una cadena maximal de conjuntos LI, y
tomamos su union. Esta union serd LI y luego el argumento por el absurdo continda igual.

Ejercicio 4.4. Probar que el Lema de Zorn y el Principio de Hausdorff son equivalentes.
Lema 4.5. (ZF ) El Principio de Hausdorff implica AC™.

Demostracion. Sea A un conjunto; queremos construir un buen orden de A. Para ello, fijemos un
cardinal x tal que kK €. A (por ejemplo, X(A) dado por Hartogs). Sea F el conjunto de todas las
f €9 (kxA) tales que f es una funcién inyectiva de un subconjunto de k en A. & esta ordenada
por C. Por el Principio de Hausdorff, existe una cadena maximal 6 C % . Luego su unién f :=J6
es una funcion.

Supongamos por el absurdo que img(f) # A. Sea a € A\ img(f) y fijemos o € x\ dom(f)
(que es no vacio porque k €. A). Entonces /' := fU{(a,a)} es 1-1, y entonces 6 U{f'} es una
cadena mds grande que 6, una contradiccion.

Entonces A es bien ordenable por el Lema 3.4.

Lema 4.6. AC es equivalente a la afirmacion de que para toda familia & de conjuntos no vacios,
hay una funcion g : % — \JF tal que g(A) € A para todo A € F.

La funcion g del Lema 4.6 se denomina selector o funcion de eleccion.
Demostracion. Ejercicio, o ver [7, Lemma 1.12.3].
Teorema 4.7. (ZF~) AC, AC™, el Lema de Zorn y el Principio de Hausdorff son equivalentes.

Demostracion. Sélo falta demostrar que AC = AC™, y esta prueba requerird el Axioma de Partes.
Sea A un conjunto. Usando el Lema 4.6, conseguimos un selector g para la familia % (A) \ {@}. Sea
1 ¢ A y tomemos un ordinal k que no se inyecte en A. Definimos recursivamente f : Kk — AU {1}:

fla) = {i(A\{f(ﬁ) :B < a}) siesnovacio

caso contrario.
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Por construccidn, f es inyectiva en f~![A], y debe haber un « tal que f(c) = 1 puesto que k £, A.
Tomando el menor « asi, se puede ver que f | & es una biyeccidn entre @ y A, luego A se puede
bien-ordenar.

Cerramos esta seccion enunciando una consecuencia de AC que es sumamente util; prueba de
esto es que gran parte de los resultados elementales de analisis que requieren AC (por ejemplo, que
para calcular limites basta con observar sucesiones) se pueden demostrar utilizando este principio.

Definicion 4.8. El Principio de elecciones dependientes (DC) es el siguiente enunciado: para
A+,

VAVR(Na€A3beA:(a,b) €R)—3If€®A(Vnew: f(n)R f(n+1)).

Es decir, si para todo elemento de A hay un “sucesor” por R, entonces se puede armar un R-
camino infinito. De hecho, uno puede armar sucesiones finitas arbitrariamente largas, pero para
pegarlas todas y hacer una infinita hace falta AC en el caso general.

4.1. Ejercicios

x4.1. AC es equivalente a la siguiente propiedad:

Para toda relacion R C A X B, Vx € Ady € B: R(x,y) implica que existe f : A — B
tal que Vx € A : R(x, f(x)).

x4.2. AC es equivalente a la siguiente propiedad:

Para todo A # @ y toda f : A — B, existe una g : B — A tal que para todo x € A
se da f(g(f(x)) = f(x).

x4.3. (ZFC™) Probar DC. ©
x4.4. (*) Probar en ZF~ + DC la siguiente version “punteada” de DC: si A # @,

VAVR(Va€ATbeA:{(a,b) ER) +VacAIf € ®A(f(0)=anVnem: f(n)R f(n+1)).

De hecho, la solucion del Ejercicio x4.4 en ZFC™~ es la misma que la del Ejercicio x4.3, pero
usando s6lo DC es mas elaborada.

5. Aritmética cardinal

Definicion 5.1. Dados dos cardinales K y A, las operaciones basicas de la aritmética cardinal son:
l. k+A:=|kdA|
2. K-Ai=|kxAl
3. (AC) k* = |*k|.

Sélo es necesario usar AC en la tercera definicion, dado que la unién disjunta y el producto de
conjuntos bien ordenables son bien ordenables.
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Lema 5.2. Si x,A > 2 entonces max(k,A) < xk+ A < k-A.

Demostracion. Basta observar que

KA < KBA = kx {0FU ({1} x A\ {{1,0)HU{(0,1)}) C e x A.

5.1. Trivialidad de suma y producto

En esta seccion probaremos que las operaciones de suma y producto de cardinales infinitos son
triviales, puesto que siempre devuelven el argumento mds grande. Esto se debe al siguiente

Teorema 5.3 (Hessenberg). Para todo cardinal infinito, K - K = K.
Antes de la prueba requeriremos un pequeiio resultado.

Lema 5.4. Sea k un cardinal, y sea (A,R) un buen orden. Luego tipo(A;R) < K si y sélo si para
todo a € A, |al| < k.

Demostracion. Sea f : A — tipo(A) un (el) isomorfismo. La implicacién directa es obvia puesto
que via f, al va biyectivamente sobre un ordinal menor que k. Para la inversa, vemos la contra-
rreciproca. Si tipo(A) > K, entonces por el Corolario 1.22 existe a € A tal que k = tipo(al.), luego
lal| =k £ k.

Ejercicio 5.5. Si k € Card y a < k, entonces ¢ + 1 < k. (S

Prueba del Teorema 5.3. La clave de este teorema estd en definir un buen orden ligeramente dis-
tinto al lexicogréfico en el producto, de manera de tener segmentos iniciales “cortos”. Para ello,
definimos para elementos del producto k x K, (o, 0p) < (B, B2) siy sélo si

méx (o, 0n) < max (P, B2) V [max (o, o) = max (B, B2) A (o, 00) <iex (B1,B2)].

La primera condicién, acoplada al orden lexicografico, va a asegurar que el tipo de orden de
(K X K,<) sea exactamente k. Como claramente k¥ <. K X K, basta ver que tipo(k X k;<) < k. Lo
probaremos por induccién en kK (podemos hacerlo ya que Card estd bien ordenada por €).

Supongamos que para todo cardinal infinito A < k se da el resultado. Por el Lema 5.4, basta
ver que para todo (o, 0p) € K X K se cumple que |(ay, )| < k. Pero (o, )] C o X o con
o :=max(ay, )+ 1. Si a es finito entonces a x o también lo es, por lo tanto |(ot,00))| <
| x a| < k. Si « es infinito, aplicamos la hipétesis inductiva:

(o, )| <o x o] = |et] - [af = [af <,
donde la ultima desigualdad se sigue de que & < K por el Ejercicio 5.5.

Es notable que este Teorema no utilice AC, pero el enunciado “A X A =, A para todo A infinito”
sea equivalente a AC. El siguiente teorema si requiere AC.

Teorema 5.6 ([7, Theorem 1.12.14)). (ZFC~) Sea k un cardinal infinito. Si F es una familia de
conjuntos con |F| < k y |X| < k para todo X € F, entonces || JF| < k.
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5.2. Cofinalidad

Definicion 5.7. Sea (A, <) totalmente ordenado. Diremos que X C A es cofinal en A siVa € Adx €
X :a < x. Una funcién con codominio A es cofinal en A si su imagen lo es.

Definicion 5.8. Sea y € Ord. La cofinalidad de y es el menor tipo de un subconjunto cofinal:
cf(y) := min{tipo(X) : X C yAX es cofinal en y}.

Observemos que si X C ¥y € Lim, X es cofinal en ¥ si y so6lo si X no es acotado en 7, si y sélo
si sup(X) = 7. Ademds, si X es cofinal en 7y con tipo cf(7), el isomorfismo j : cf(y) — X es una
funcidn estrictamente creciente y cofinal en 7.

Ejercicio 5.9. Supongamos que X es cofinal en (A, <), y a su vez A es cofinal en . Probar que X
es cofinal en 7.

Lema 5.10. Sea y € Lim y supongamos que [ : 0 — 7Y es cofinal. Entonces existe g : cf(y) —
O estrictamente creciente tal que f o g es estrictamente creciente y cofinal en Y. En particular,

cf(y) < 6.

Demostracion. Sea f : 8 — 7y como en las hipétesis, y supongamos que j : cf(y) — 7 es estricta-
mente creciente y cofinal en Y. Por necesidad técnica, comenzaremos definiendo recursivamente
g:cf(y) > o6+1.
minAy siAg # 9
gla):= _

0 SiAg = O,
donde Ay :={0 < d: f(0) > j(a) \VB < a(f(g(B)) < f(6))}. Notemos que por construccion
tenemos lo siguiente:

(O)Sip <ayg(P)gla)#d,entonces f(g(B)) < f(g(a))yg(B) <gla).

En efecto, § < o implica Ag O A y luego minAg < minAg, con lo cual g es monétona. Por otro

lado, la segunda condicién en A, implica que f(g(B)) < f(g(a)) y luego g(B) # g(o).
Usando (C) se puede probar:

(D) g(a) # 6 para todo o < cf7y.

Para ello, supongamos que g(f8) # 6 para todo 8 < a. Por (C), f o g es estrictamente creciente
de o en ¥, luego tipo((fog)[er]) = a < cf(y) y entonces debe haber un o < 7y tal que op >
sup(f o g)[e]. Como f es cofinal, hay 6 < 6 tal que f(0) > max{ay,j(a)}. Luego Ay # @ y
concluimos que g(a) # 6.

Por (D), fog es un isomorfismo de cf(7y) sobre su imagen. Pero ademds es cofinal en y: si
& < 7, hay a tal que j(a) > & por ser j cofinal. Luego f(g(a)) > j(a) > &.

Ejercicio 5.11. Sean f : a — 7y estrictamente creciente, y g : 6 — o tal que f o g es estrictamente
creciente y cofinal. Entonces g es cofinal.

Lema 5.12. Sea vy limite y A C ¥ cofinal. Entonces cf(y) = cf(tipo(A)).
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Demostracion. Sea f : tipo(A) — A un isomorfismo; por hipétesis es cofinal en y. Por el Le-
ma 5.10, cf(y) < tipo(A) y existe g : cf(y) — tipo(A) estrictamente creciente, tal que f o g también
lo es y ademas es cofinal en y. Como f es estrictamente creciente, se sigue que g es cofinal en
tipo(A) por el Ejercicio 5.11, y en consecuencia, g[cf(y)] es cofinal de tipo cf(y) en tipo(A), asi
que cf(tipo(A)) < cf(y).

Para ver la otra desigualdad, sea & : cf(tipo(A)) — tipo(A) cofinal. Usando el Ejercicio 5.9,
como foh:cf(tipo(A)) — A es cofinal A, entonces lo es en y. Por dltimo, aplicando el Lema 5.10
(el “En particular”), se tiene cf(7y) < cf(tipo(A)).

Comentario. Ninguna de las dos desigualdades se puede probar sin hacer uso de la suposicion de
que A es cofinal en 7.

Definicion 5.13. Diremos que ¥ € Ord es regular si cf(y) = v, y singular en caso contrario.
Corolario 5.14. Si v € Lim, entonces cf(cf(y)) = cf(7y). Luego cf(y) siempre es regular.
Demostracion. Sea A C y cofinal en y de tipo cf(7y). Luego cf(y) = cf(tipo(A)) = cf(cf(y)).
Teorema 5.15. Sea y un ordinal limite.

1. cf(y) < |vl.

2. Si vy es regular, entonces es un cardinal.

3. (AC) Todo cardinal sucesor es regular.

4. Siy € Lim, cf(Xy) = cf(y).
Demostracion. 1. Cualquier suryeccion f : |y| — v es cofinal en y. Aplicar el Lema 5.10.

2. Si yes regular, cf(y) < |y| < y=cf(y).

3. Sea k € Card. Probemos que k™ es regular. Probemos que una familia ¥ C k™ con |F | < k™
no puede ser cofinal. Como % C k™, tenemos que |¥ | < k; asimismo, para todo @ € ¥,
|ot] < k. Si F fuera cofinal en k™, tendriamos

kT =sup¥ =U7F,
pero esto contradice el Teorema 5.6.

4. El conjunto A := {Nq : & < 7y} tiene tipo Yy es cofinal en N,. Luego cf(Ny) = cf(tipo(A)) =
cf(y) por el Lema 5.12.

En el siguiente resultado, expresamos una de las caracterizaciones mas utiles de la cofinalidad
de un cardinal 0: es el menor tamafio de una familia de subconjuntos de 6, todos de cardinal menor
que 6, tal que su unién nos da 0. El simbolo [A]<6 denotard el conjunto de partes de A de tamafio
menor que 6.

Teorema 5.16. (AC) Sea 0 un cardinal infinito. Entonces
cf(8) =min{x:3F C [0]~°(|F| =xAUTF =0)}.
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Demostracion. Vemos las dos desigualdades.

(>) Sea X C 6 cofinal con tipo cf(0). Luego la familia ¥ := {[0,a) : &« € X} = X cumple con
el requerimiento.

(<) Veremos que si & C [0]<9 tiene cardinal menor que cf(y), entonces su unién no puede ser
0.

Sea entonces una tal . Tomemos X := {|S| : S € F} C 0. Como [X| < |F| < cf(0), X es
acotado en 0. Sea ahora k := méax(sup(X),|%|) < 6. Si k es finito, entonces |JF es finito. Si K
U%| < x por el Teorema 5.6. En cualquiera de los dos casos, JF # 6.

es infinito,

El siguiente resultado de Gyula (o Julius) Kénig nos da una de las pocas herramientas que tene-
mos en ZFC, aparte del Teorema de Cantor X <. 9 (X), para probar desigualdades estrictas entre
cardinales. Notablemente, Konig fue a la vez contribuyente y opositor a la Teoria de Conjuntos.
Todo parecido con la realidad politica, es mera coincidencia.

Teorema 5.17 (Konig). Si cf(k) < A, entonces k* > k.

Demostracion. Sea f: A — K cofinal, y sea G : K — A, probemos que G no puede ser sobre. Para
ello, definamos i : A — K

h(e) = min(x\ {G(w)(@) : 1 < f(@)})

De hecho, & esta bien definida puesto que [{G(u)(a): u < f(a)}| < |f(e)] < x y entonces el
conjunto es no vacio. Ahora, i ¢ img G. Por el absurdo, supongamos que hay v € k tal que G(v) =
h. Tomemos, usando la cofinalidad de f, un o < A4 tal que f(a) > v; pero rdpidamente llegamos
a un absurdo:

G(v)(a) =h(a) € K\ {G(u)(a) - u < f(a)} Z G(v) ().
Corolario 5.18. Para todo k > 2y A infinito, se tiene cf(x*) > A.

De este corolario se puede recuperar facilmente el Teorema 5.17.

Ninguna de las dos versiones es (segtin la opinién del autor) tan fécil de recordar y bonita como
la que utiliza sumas y productos infinitos de cardinales. Estos se definen de la manera obvia: si
K; (i € I) son cardinales, definamos

Y = |U{{i} xK:icl}], [ 1% := [{f funcién : dom(f) = I AVi(f(i) € &;)}|.

il icl

Luego la versién “mnemotécnica” del Teorema 5.17 es la siguiente: si para todo i € I, 6; < K;,
entonces Y ;c; 0; < [lie; ki Nuevamente, de esta version también se puede obtener la primera de
manera mas o menos directa.

A pesar de las observaciones estéticas del parrafo anterior, el Corolario 5.18 tiene una conse-
cuencia inmediata de suma importancia:

(K) el cardinal 2™ de los reales no tiene cofinalidad contable.
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Sabemos que la union de conjuntos contables es contable, pero la afirmacion (K) es mds poderosa:
los reales no pueden ser unién contable de conjuntos con cardinal < 280, Por supuesto, bajo la
Hipétesis del Continuo (CH) 2% = N, ambas afirmaciones son equivalentes, pero en general (K)
nos da mas informacion.

Introduciremos aqui la primera definicion de “cardinal grande” que nos encontraremos.

Definicion 5.19. Un cardinal k es
1. limite en sentido fuerte si para todo cardinal A, A < K implica 24 <k,
2. débilmente inaccesible si es un cardinal limite regular; e
3. inaccesible si es regular y limite en sentido fuerte.

Es decir, los cardinales inaccesibles combinan de manera perversa dos propiedades de clausura:
su tamafio no puede ser alcanzado por la operacion de tomar partes de cosas mds pequeias, ni por
uniones en cantidad menor de cosas mdas pequefias. La perversion de esta definicion es que su
existencia no puede ser probada en ZFC. Por su parte, aunque la existencia de los cardinales
débilmente inaccesibles tampoco puede ser probada en ZFC, es posible que incluso 2™ sea uno
de ellos.

5.3. Ejercicios
En los siguientes ejercicios, k, A, v, 0 denotaran cardinales. Ademads, denotaremos con [A]7L
el conjunto de partes de A de tamafio A.

A

x5.1. Probar que si 4 < K son infinitos, [K])“‘ = k"

x5.2. Probar que g es contable (a pesar de ser muy grande).

x5.3. Darejemplos de y € Limy A C ytales cf(tipo(A)) < cf(y) y cf(tipo(A)) > cf(y).

x5.4. Probar que hay un « tal que @ = N. Probar que el menor ¢ asi cumple con cf(o) = @.
x5.5. Probar el Corolario 5.18.

X5.6. Probar que ¥;c; 1 = A y [[ies 2 =22

x5.7. Probar que si A es infinito y k; > O paracadai € A, Y;c; k; = A - sup;cy Ki. @

x5.8. Supongamos que A es infinito y {k;},c; es creciente, con k; > 0. Probar que []icy ki =
(sup;e; k)4 @

x5.9. Probar que si paratodoi € I, 6; < k;, entonces ) ;c; 0; < [[;; ki- Usando x5.6 recuperamos
el Teorema de Cantor (Ej. x0.6). ©
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5.4. Cardinales de otras construcciones

Definicion 5.20. Sean 8,60 € Ord y B un conjunto.
1. Una operacion §-aria sobre B es una funcién f : 9B — B.
2. Diremos que f es una operacion <0 -aria si es d-aria para algin 6 < 6.
3. Una operacion es finitaria si es <@®-aria.

Dado un conjunto & de operaciones < 6-arias sobre By S C B, la clausura de S por & es:
N{X :SCX CBAYSYS € F S-aria, f[°X] C X},

esto es, el menor subconjunto de B que contiene a X y es cerrado por las operaciones de . En
Algebra Universal se dirfa que es la subalgebra de (B,%) generada por X.

Lema 5.21. Sea 0 regular, y sea & una familia de operaciones <0-arias sobre B, y sea S C B.
Definamos S¢ recursivamente:

1. So=S.

2. Sy =U{Se : & <n} cuando n € Lim.

3. Sep1 =S U{f(X): fE€F NS esa-aria NX € *Sg}.
Entonces Sy es la clausura de S bajo % .

Demostracion. Es facil ver que la clausura de S contiene a todos los Sg. Veamos la otra inclusion.

Sea f € F q-ariacon & < 0 y sea X = {xg}go € *So. Tomemos ig :=min{& < 6 : xg € S¢ }.
Luego {iﬁ : B < ot} no es cofinal en 6. En conclusion, hay & tal que ig < & paratodo 8 < «; dicho
de otro modo, xg € S¢ para todo § < a. En conclusion, f(X) € Sg| C Sp.

Definicion 5.22. 1. Usaremos <®B para denotar el conjunto J{°B : § < 8} de las sucesiones
de elementos de B de longitud menor a 6.

2. Si kK y A son cardinales, k<* denotar4 el cardinal de <* k.
Ejercicio 5.23. Si 0 es regular y k € Card, (k<)< = x<9.@®
Lema 5.24. Sean dados:

1. 0,k € Card con 0 regular;

2. dos conjuntos S C B, con |S| < K,y

3. una familia F de operaciones <0-arias sobre B con |¥| < k.

Entonces la clausura de S por F tiene cardinal a lo sumo x<°.
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Demostracion. Utilicemos la expresion de la clausura dada por el Lema 5.21. Probaremos por
Se| < k<9,

Por hipétesis tenemos que |So| = |S| < k < k<% por ser 8 > 1. Si £ < 6, el conjunto D :=
{f(%): f€F Afesa-aria AX € *S;} tiene cardinal acotado por |F x <05,

induccién que para todo o < 6,

, asi que tenemos:

|Se41| =[Sz UD| definicion de S , |
< ‘Sg { +|D| se inyecta en la union disjunta
< ‘Sé{ + ‘97 X <955‘ es cota
< k<0 4k (k=9)<f hipétesis inductiva
= k<9 por el Ejercicio 5.23.

Sin < 6 es limite,
1Sp| = 1U{Sa: @ <} < || k= = x=°, -

puesto que k<¢ > kIl > |n|.
Notemos que este dltimo calculo implica que si A es un cardinal infinito menor que 8, entonces
k<% > 1. Por ende, k<% > 6 y utilizando la Ecuacién (5) para N = 6 obtenemos el resultado.

Lema 5.25. Si k,A € Card, k<% = sup{k® : 8 < A A 0 cardinal}.

Demostracion. Este lema estd probado en detalle en Kunen [7, Lemma 1.13.17]. Veamos una
prueba alternativa usando sumatoria de cardinales.

= L [ = Xk

<A <A

puesto que <%k la unién disjunta de los ? k con 6 < A. Por el Ejercicio x5.7, esta tltima expresién
esigual a A -p, donde p :=supg_; x!8l. Pero p > A:sik > 2, tenemos que k% >29 > 07", yluego

p =sup{k?: 0 < A A8 cardinal} > sup{6T : 6 < A A6 cardinal} = A.

En conclusién, |<* K'| =A-p=p=-supg.y x18l, que era lo que querfamos probar.

Ejercicio 5.26. Existen exactamente 280 subconjuntos Borel de R. ©)

6. EIl Axioma de Martin

Esta seccion sigue en detalle las notas de J. Palumbo [9].

6.1. Caracteristicas Cardinales del Continuo

Los axiomas de ZFC no determinan en qué posicion de la “recta cardinal” estd el conjunto
de los ndmeros reales (también denominado el continuo). Como dijimos anteriormente, lo mas
preciso que podemos afirmar es que su cardinal es mayor que Ny y tiene cofinalidad no numerable.

De hecho, decir “el” conjunto R es un poco arriesgado, dado que para cada modelo M de la
teoria ZFC, le corresponderd una version propia RY de dicho conjunto (cf. Secciones 11ff). Para
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tener un analisis més acabado de R, podemos buscar “invariantes” que den alguna informacion
extra de su estructura. El més importante, por supuesto, es su cardinal, ¢ = 20,

Los invariantes que veremos se llaman caracteristicas cardinales del continuo, y estaran en-
tre N1 y ¢; para diferentes modelos de ZFC, sus valores pueden variar. Estos cardinales se obtienen
estudiando familias de conjuntos o funciones relacionados canénicamente con R como % (@), “ @
6 ®2. En teoria de conjuntos, muchas veces se denomina reales a los elementos de cualquiera de
estos ultimos.

6.1.1. Dominacion de funciones

Definicion 6.1. Sean f,g € ®®. Decimos que g domina a f, f <* g si Ing € ®Vn > ny: f(n) <
g(n).

Es decir, si g domina a f entonces es “casi siempre mayor’. En general, también se pueden
definir <*, =%, y resulta que f <* g <> f <* g A f(5#)*g. Notar que (#)* no es la negacion de =".

Es facil ver que toda familia finita de funciones {f; : i < k} estd acotada, es decir, se puede
dominar: basta tomar g(n) := max{ f;(n) : i <k} + 1. Por otro lado, el orden <* sobre @ es mucho
mas interesante que el orden < punto a punto. De hecho, una diferencia es la siguiente:

Proposicion 6.2. Toda familia numerable {f; : i < ®} C ®w estd acotada.
Demostracion. El argumento es una diagonalizacion: g(n) := max{ f;(n) : i <n} +1.
Esto nos lleva a preguntarnos, ;cudntas funciones pueden dominarse a la vez?
Definicion 6.3. El mimero de acotacion es el menor cardinal de una familia no acotada:
b:=min{|F|:F C®0AVg €0 gnodominaaF}.
Dado que ®® no se puede dominar, es inmediato que
Proposicion 6.4. Xy < b < 280,

Observemos que CH implica b = 280,

6.1.2. Familias casi disjuntas
La segunda caracteristica que introduciremos surge de considerar “casi particiones” de ®.
Definicion 6.5. 1. Sean A,B C . A y B son casi disjuntos si |A N B| < No.
2. Una familia de conjuntos es casi disjunta si sus elementos son casi disjuntos dos a dos.

3. F C |w]? es casi disjunta maximal o loca® si es infinita, casi disjunta y es maximal (segiin
inclusion) con esa propiedad.

Luego, si ¥ eslocay X € [@]? , hay A € F tal que ANX es infinito.

Lema 6.6. No hay familias locas numerables.

SPor “mad”, maximal almost disjoint.
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Demostracion. Observemos que

(V) siF C [w]® es casidisjuntay Ay,...,A,+1 € F entonces Ap11\ (AgU---UA,) es
cofinitaen A, .

Para verlo, usemos que AN B=A\ (ANB):

Apt1~ (AgU--- UAn) =An+1 N (An+1 N (A()U ~-UAy))
=Ant1\ ((Ans1NA)U---U(Ant1NAL)),

donde la unién es finita.

Supongamos ahora que {A; : k € @} es loca. Construiremos recursivamente B C @ que sea
casi disjunto de todos los A;. Sea by € A arbitrario. Suponiendo by, ..., b, ya elegidos, sea b, ;| €
Apr1 N (AgU---UA,) tal que b,11 > by, ...,b, (es posible por (V). B={b, : n € @} es infinito,
y BNA, C {by: k < n} (puesto que por construccion, by ¢ A, para todo k > n).

Aunque parezca, este lema no requiere ninguna forma de AC.

Ejercicio 6.7. Hay una familia casi disjunta de @ de tamafio 2. Usando el Principio Maximal de
Hausdorff, hay familias locas de ese tamafio.

Luego, podemos definir
a:=min{|F|: F esloca},

y concluimos que 8o < a < 2%,
Teorema 6.8 (Solomon). b < a.

Demostracion. Sea Kk < b. Veremos que ninguna familia casi disjunta de tamafio K puede ser
maximal.
Sea F = {Ay : o < x}. Por la observacién (V), podemos suponer que {Aq : &0 < @} son

disjuntos dos a dos. Enumeramos cada A, (n € w) de manera creciente: A, = {a,(qf ) me a)}, con

(n) _ (n)

am’ < a,,, | para todo my definamos, para ® < @ < K,

fo(n):= ml’n{m AL NAg < a,(,?)}.

En la Figura 1 se ve como se definen estas funciones. Los conjuntos A,, con n < ® estin dispuestos
verticalmente, y son cortados “transversalmente” por los Ay con @ > @ (en lineas punteadas). Esta
terminologia tiene sentido porque cada interseccion A, NAg es finita. Luego, el valor de fy(n) es
el indice del menor elemento de A,, que acota estrictamente a dicha interseccion. En el ejemplo,
tenemos los valores indicados en la Tabla 1. Prosiguiendo con el argumento, tenemos una familia
de k¥ < b funciones, asi que hay una f : ® — ® que las domina a todas. Definamos entonces
B:= {a;n(zl) ‘ne a)}; por construccion, A, N B = {agfz)n) } Veremos que B es casi disjunto de todos
los Ag.
Sea a > . Como f <* f, existe ng tal que Vn > ng, fo(n) < f(n). Esto implica que

(n) (n)
afa(n) < af(n) cA,.

(n)

Como a Fol

) €8 cota superior de A, NAg, concluimos que a;"(il) ¢ Ag. Luego
AgNBC {all) m<no}.
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n 01 2 3
fo 2 2 4 6
Jot1 |5 4 3 2

Tabla 1: Funciones asociadas a una familia casi disjunta.

// a(S)
5 A e - [ ] L Vs b 5o
o~ , I
4 "o a(o)'.. e "/ *
4 N /
S S
N /N
3 o Y ° LT *
IR ¢ (.2)\'.\ _ _fw+1
2 - — — _ _ pe / .az'... -~ - —— —
A “..‘ W el
..9?....(.0.) ......... : % 3)
1 ) .al o, ° L X0
0 .a((?) . a(ol) * G(OQ) . ay
AO Al A2 A3

Figura 1: Las funciones fy para @ < o < K.

6.2. Ejercicios

Definicion 6.9. Una familia & C 9 () parte si para que cada X C @ infinito hay un A € & tal
que | X NA| = |X \ A| = No. El miimero de particion s es el menor cardinal de una familia que

parte.
x6.1. Probar que Ny < s < Mo,
x6.2. Probar que el cardinal de acotacion b es regular.

x6.3. Dar un ejemplo de poset en cual las anticadenas son exactamente las familias casi disjuntas

de subconjuntos de .

Diremos que A esta casi incluido en B, y escribiremos A C* B, si A \ B es finito. El miimero de
torre t es la menor longitud & de una sucesién {Ag}gq tal que

1. Ag C @y son distintos dos a dos, para todo < «;
2. AyC*Agparatodo f <y< sy
3. no hay Ay C @ de manera que {AB } g<a cumpla con las propiedades anteriores.
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x6.4. Probar que t es un cardinal regular y que Ny < t < 2%,

6.3. Nociones de Forzamiento y el Axioma de Martin

Sea (P, <, 1) un poset con maximo 1. Le llamaremos nocion de forzamiento y sus elementos
seran llamados condiciones. Si p < g, diremos que p extiende a g o que p es mas fuerte que q.

Definicion 6.10. p,g € IP son compatibles si existe r € P tal que r < p y r < g. En caso contrario,
les llamaremos, bueno, incompatibles, y 1o denotaremos con p L q.

Ejemplo 6.11. Sean /,J conjuntos con |I| > 8. Entonces Fn(7,J) es el poset de las funciones fini-

(1,7)

tas p tal que dom p C I, img p C J, ordenadas por O; 1Fn = . Dos elementos son compatibles

si coinciden en la interseccion de sus dominios.

Una nocién de forzamiento se puede utilizar para construir un objeto mediante aproximaciones
finitas. Supongamos que queremos construir una f : I — J; como aproximaciones tomaremos el
poset P := Fn(/,J). Asociemos al elemento p € PP la “condiciéon” p C f (de ah{ tal nombre). En
ese sentido, p nos da un fragmento finito de informacién sobre f. Por ejemplo, si/ =J =y
p=1{(0,1)}, p C f nos dice simplemente que f(0) = 1. Y cuanto mas fuerte es una condicidn,
mds informacién nos da:

p<qimplicapC f—qCf.

Otras propiedades de la funcién f no son de la forma p C f. Si nuestro objetivo es obtener una
funciodn total, necesitamos asegurar que para cada i € I, i esté en el dominio de f. Esta propiedad
involucra el conjunto de condiciones D; := {p € P: i € dom p}. Es posible que no sepamos de
antemano qué valor nos conviene que tenga f en i, asi que deseariamos poder asegurar que sin
importar qué informacién (finita) imponemos sobre f, en algin momento podremos cumplir con
el requisito que i € dom f. Esto motiva la siguiente

Definicion 6.12. Sea P un poset. D C P es denso si para para todo g € P existe p € D tal que
P=q.

Es decir, si D es denso y tenemos una aproximacion g a f, entonces podemos conseguir una
aproximacion mas precisa (una condicion mas fuerte) que ademas estd en D. Los conjuntos D; de
arriba son densos.

Por otro lado, sea G := [f]~® C P. G es la descripcion completa de f en P. Podemos observar
que G cumple con las siguientes propiedades:

1. sipe Gy p < gentonces g € G (es creciente)
2. si p,q € G, entonces hay r € G tal que r < p,q (p y g son compatibles en G).

Un subconjunto no vacio de un poset que satisface ambas condiciones se denomina filtro en P.
Todo filtro G en Fn(I,J) define una funcién parcial | JG. Pero para que esté definida en todo /
necesitamos que corte a cada conjunto D;.

Definicion 6.13. Sea 9 una familia de conjuntos densos de IP. Un filtro G de P es 9 -genérico
paraP siparatodo D € 9, DNG # @.
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Ejemplo 6.14. Sean E; := {p € Fn(I,J) : j € img p} para cada j € J. Estos conjuntos son densos
en Fn(1,J). Si 9 :={D; :i € I} U{E; : j € J}, un filtro 9-genérico es exactamente (las partes
finitas de) una funcién f : I — J sobre.

Siempre que tengamos una cantidad numerable de conjuntos densos, va a haber un filtro que
los corte a todos:

Teorema 6.15 (Rasiowa-Sikorski). Si IP es un poset, % es una familia contable de subconjuntos
densos de Py p € P, hay un filtro 9-genérico G tal que p € G.

Demostracion. Sea 9 = {D,, : n € ®}. Tomo pg € Dy tal que py < p. Recursivamente elegimos
Pn+1 € Dy tal que ppy < py. Luego G := {q € P: In(p, < q)} cumple con lo requerido.

Esta prueba se puede formalizar utilizando la version fuerte de DC (Ejercicio x4.4). Queda
como ejercicio.

Definicion 6.16. 1. A C PP es una anticadena si sus elementos son incompatibles dos a dos.

2. P satisface la condicion de cadenas contables o bien “‘es ccc” si toda anticadena en P es
contable.

Ejemplo 6.17. En el poset P := Fn(®, @;) consideremos 9 :={D,:n€ o} U{E;: a € o;}. No
puede existir un filtro % -genérico puesto que seria una funcién sobreyectiva de @ en @;. Notemos
que en Fn(®, ®;) hay una anticadena no numerable: {{(0,a)} : a < o, }.

Si no hubiera tal anticadena, atn podria existir un filtro genérico.

Definicion 6.18. Sea k € Card. MA(k) es el enunciado: para todo poset P ccc y una familia 9 de
densos en P con (9| < k, hay un filtro %-genérico para P.

El Ejemplo 6.17 muestra que MA(N7) no vale si uno no pide la condicion de cadenas contables.
Por otro lado, MA(Ny) vale para cualquier poset P por el Teorema 6.15.

Lema 6.19. MA(x) implica x < 2%,

Demostracion. Sea P := Fn(®, ®); este poset es ccc puesto que es contable. Sean fy : 0 — @
(a < ) funciones; veremos que hay una funcién distinta a todas ellas. Definamos Hy, := {p € P:
dnp(n) # fa(n)}; es facil ver que son densos. Sea ahora® :={D,,:n€ @}U{Hy : & < k}. Luego
|| = x, asi que por MA(x) debe existir un filtro 9 -genérico G para P. Como antes, f :=JG es
una funcion de @ en @. Basta ver que para todo & < K, f # fu.

Para ello, fijemos . Como G es %-genérico, hay un p € GN Hy. Luego hay n € o tal que

p(n) # fo(n). Como p C f, f(n) # fa(n), y en conclusion f # fq.

El Axioma de Martin es el enunciado:
(MA) Para todo k < 2™, se da MA(k).

Luego CH implica MA. El Axioma de Martin tiene consecuencias interesantes para las caracteristi-
cas cardinales del continuo, como veremos a continuacion.
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6.4. Ejercicios

x6.5. Sealinfinito,yseani€ly j&J. Probarque D;:={peFn(l,J):icdomp}yE;:={pe
Fn(1,J) : j € imgp} son densos en Fn(/,J).

Un subconjunto A de un poset P es abierto si es decreciente, i.e., x <y € A implica x € A.

x6.6. MA(x) es equivalente a:

Para cada poset ccc Py una colecciéon 9 de abiertos densos de P con 2| < «,
hay un filtro G que corta a cada miembro de 9.

Una anticadena A C P es maximal si para todo p € P hay un g € A tal que p y ¢ son compatibles.
x6.7. Probar que toda anticadena estd incluida en una maximal.

x6.8. MA(x) es equivalente a:

Para cada poset ccc P y una coleccion ¢/ de anticadenas maximales de P con
|e| < K, hay un filtro G que corta a cada miembro de o.

x6.9. Pruebe que la topologia de R (excluyendo &) con la inclusion forman un poset ccc. Gene-
ralice para R". ©

6.5. Algunas aplicaciones del Axioma de Martin

Aunque CH tiene como consecuencia trivial a MA, este ultimo es consistente con que ¢ sea
arbitrariamente grande; de todos modos tiene un impacto grande en las caracteristicas cardinales
que definimos.

Teorema 6.20. MA(x) implica ¥ < b.

Demostracion. Sea ¥ = { fu } a<i una familia de funciones de ® en @. Queremos una f: ® — @
que las domine a todas. Sea P, el conjunto {(p,A) : p € Fn(w, ®),A € [¥]<?} con el siguiente
orden:

(q,B) < (p,A) <= q D pABDOAAYn € domg~domp, g(n) > f(n) paratoda f € A.

La primera coordenada p nos va aproximando a la f que queremos construir, mientras que la
segunda coordenada nos “promete” que toda mejor aproximacion dominara a las funciones en A.
Veamos que P, es ccc. Supongamos que {(pg,Aq) : &¢ < @1} C Pp. Como |Fn(w, ®)| = No,
hay o # 3 tales que pq = pg = p. Luego (p,Aq UAg) es cota inferior, asi que no puede ser una
anticadena.
Definamos los conjuntos densos relevantes.

D, :={(p,A) :n € domp} es denso en P}.
Para verlo, sea (q,A) € Pp. Sin € domg, g € D, y no hay nada que probar; sino, sea
pi=qU{(n,14+max{f(n): feA})}.
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Entonces (p,A) € D, y es mds fuerte que (g,A). Por otro lado, podemos ver facilmente que
E;:={(q,B): f€B}esdensoenP,:

si (p,A) € Py, entonces (p,AU{f}) € Eyy extiende a (p,A).
Por MA(x), hay un filtro ({D, }nco U{Ef} ez )-genérico G. Sea

h:=U{p € Fn(w,0) : 3A ({p,A) € G)}.
Luego tenemos lo siguiente:
= A es funcién puesto que (p,A), (¢,B) € G entonces p y g son compatibles en Fn(®, ®); y
= es total (usando que G corta a cada Dy).

Sea ahora f € & ; queremos ver que f <* h. Por genericidad, existe (p,A) € GNEy, luego f € A.
Sea n ¢ dom p; nuevamente, por ser G genérico, podemos elegir (g, B) € G tal que n € domg. Como
G es filtro, hay (r,C) € G que extiende a (p,A) y a (gq,B). Como r D g, n € domr~ dom p. Luego,
como (r,C) < (p,A), obtenemos r(n) > f(n). Pero por construccién, i(n) = r(n). En conclusion,
h(n) > f(n) para todo n ¢ dom p (un conjunto finito), asi que f <* h.

Corolario 6.21. MA implica b =20, y luego a = 2%,
Citaremos, sin prueba, otras dos aplicaciones de MA
Teorema 6.22. MA(x) implica 2¥ = 2%,

La prueba de este Teorema se basa en codificar subconjuntos de k con familias locas de ®.
Como consecuencia inmediata se obtiene:

Corolario 6.23. MA implica que 2™0 es regular.

Por 1ltimo, utilizando los posets
{({p CR: p abierto, u(p) < €},2)

donde € > 0y u es la medida de Lebesgue, se puede probar:

Teorema 6.24. MA(x) implica que para toda familia {Ay : @ < K} de conjuntos de medida nula,
su union tiene medida nula.

6.6. Ejercicios

x6.10. Probar el Corolario del Teorema 6.22.

x6.11. Dar un ejemplo explicito de anticadena maximal infinita de P, (poset de la prueba del
Teorema 6.20).

x6.12. Para cada k € 0, sea Hy := {(p,A) € P, : k € img p}. Probar que H; no es denso.
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7. Filtros sobre x

Para aprovechar esta seccion, se requieren conocimientos basicos de Topologia y Teoria de la
Medida. En particular, utilizaremos la topologia del orden, que esta definida en cualquier con-
junto totalmente ordenado (P, <) como la topologia que tiene por sub-base a los conjuntos de la
forma [a) :={x € P:a<x}y (b] :={x € P:x < b} (ver, por ejemplo [8, Sect. 14, p. 84]).

7.1. Filtros e ideales

En la Seccién 6, 1a nocidn de filtro correspondia al conjunto de las propiedades de algiin objeto
(que uno querria construir). Otro concepto que se describe convenientemente usando filtros es el
de “conjunto grande”. En general, dado un conjunto X, & es un filtro sobre X si es un filtro en
(99 (X) {2}, C). Explicitamente, ¥ es un subconjunto de % (X) que cumple:

n F #9p(X) (es “propio”);
» % es cerrado hacia arriba: A € ¥ yA C B C X implican B€ F;y
= % es cerrado por intersecciones finitas.
Ejemplo7.1. 1. X =o; Fr={A CX : X\ A finito} es el filtro de Fréchet.
2. X =[0,1]; Full = {conjuntos medibles Lebesgue de medida 1}.

Lema 7.2. Si 9 C 9p(X) tiene la propiedad de las intersecciones finitas (PIF), i.e., para todos los
Al,...,Ay €A, AiN---NA, # O, entonces existe el menor filtro que contiene a A.

Demostracion. Es facil ver que {B C X : JAy,...,A, € 4 (A1 N---NA, C B)} cumple con lo
requerido.

Dualmente, se puede definir la nocién de ideal (filtro en (92 (X))~ {X }, D)) que corresponde a
la idea de conjunto chico (un subconjunto de un conjunto chico es chico, la unién de dos conjuntos
chicos es chica).

Ejemplo 7.3. Null:={X C[0,1]:[0,1] X € Full} es el ideal de los conjuntos de medida exterior
0 del intervalo [0, 1]. En general, dado un filtro & sobre X, la familia ¥* :={X \F : F € ¥} es
un ideal, llamado el ideal dual.

De hecho, los elementos de Null son mucho mas chicos que el resto de los elementos de
99 ([0, 1]): unién numerable de conjuntos chicos es chica.

Definicion 7.4. Un filtro ¥ es k-completo si es cerrado por intersecciones de tamafio menor a
k. Un ideal .¥ es k-completo si es cerrado por uniones de tamafio menor a k. Se utiliza también
o -completo para indicar “N-completo”, y decimos que .¥ es un c-ideal.

En conclusioén, tanto Full como ANull son o-completos. Habiendo introducido estos ejemplos,
son ttiles las frases “tener medida 0” y “medida total” (medida 1 en el caso de [0, 1]) cuando
trabajamos en general con cualquier filtro. En particular, dado un filtro ¥ sobre X, si decimos que
“para casi todo x € X se da @(x)”, significaque {x e X : ¢(x)} € F.

También podemos definir los “conjuntos de medida positiva’:
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Definicion 7.5. Dado un filtro ¥ sobre X, E C X es & -positivo si ENC # & para todo C € 7.

Una situacion muy especial es cuando todos los subconjuntos de X son o bien grandes o chicos
(medida 1 6 0).

Definicion 7.6. Un ultrafiltro sobre X es un filtro 9 tal que paracadaA CX,A €U 6 X A €.

Es decir, un ultrafiltro tiene la propiedad de “respetar la negacion”:
{xeX:—px)}eu siysélosi  no({xeX:o(x)}e€wu).

Un filtro 9 es primo si AUB € 9l implica A € U 6 B € °U. En este caso, U “respeta la disyun-
cion’:

{xeX:px)Vy(x)}eWU siysdlosi ({xeX:0(x)}eU)6({xeX :yx)}elU).

De hecho, los ultrafiltros respetan a todos los conectivos proposicionales, cosa que los hace muy
expresivos.

Lema 7.7. Un filtro & sobre X es un ultrafiltro si y sélo si es maximal segiin la inclusion.

Demostracion. (=) No se puede agregar nada sin que aparezca & como una interseccion.

(«<=) Basta ver que si ¥ no es un ultrafiltro, entonces hay A C X tal que A, X \A ¢ F y por
ende & U{A} tiene la PIF. Luego el filtro generado por &% U{A} (Lema 7.2) incluye propiamente
a%.

Ilustremos con algunos ejemplos.

Ejemplo 7.8. Sea @ # A C X. El filtro principal generado por Aes [A):={BC X :B D A}. Es
A-completo para todo A.

El filtro [{0,2}) sobre  no es un ultrafiltro (pues estd contenido propiamente en [{2}), por
ejemplo). Un filtro principal [A) es un ultrafiltro si y s6lo si |A] = 1.

Usando el Principio Maximal de Hausdorff o el Lema de Zorn, se puede probar facilmente:
Teorema 7.9 (del Filtro Primo). Todo filtro sobre un conjunto estd contenido en uno maximal.

Ejemplo 7.10. Si X es infinito, el filtro de Fréchet no es principal. Usando el Teorema del Filtro
Primo se lo puede extender a uno maximal; luego existen ultrafiltros no principales.

Dedicaremos el resto de la seccion a un filtro muy importante sobre un cardinal regular x, que
permite apreciar de lleno la diferencia entre los ordinales contables y los que no lo son.

7.2. Ejercicios

x7.1. Convencerse de que los conjuntos Full-positivos son exactamente los subconjuntos de
0, 1] de medida exterior positiva.

x7.2. Siun filtro & sobre X tiene algtn elemento finito, entonces es principal.
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x7.3. Probar que todo ultrafiltro es un filtro primo.
x7.4. Sea 9 un ultrafiltro. Probar si X es “-positivo entonces X € .

x7.5. Sea % un ultrafiltro no principal o-completo sobre X. Probar que la funcién u : % (X) —

{0,1}
1 siAeu
H(A) = .
0 siA¢u,
es una medida que se anula en los singuletes.

x7.6. Sea % un ultrafiltro sobre X. % es k-completo si y s6lo si no hay particion {Xy : o0 < A}
de X tal que A < Ky X ¢ U paratodo a < A.

7.3. Conjuntos Club

En toda esta seccidn, k denotard un cardinal regular incontable.

Definicion 7.11. X C k es club si supX = k (es no acotado) y para todo ¥ C X no vacio tal que
supY < K, supY € X (es cerrado en la topologia del orden).6

Los conjuntos club seran ejemplos de subconjuntos “grandes” del cardinal k. Esto sélo tiene
sentido cuando cfx > w, puesto que los conjuntos de los pares y de los impares en @ son am-
bos cerrados y no acotados, pero tienen interseccion vacia. Esto no puede suceder en el caso no
numerable.

Lema 7.12 ([7, I11.6.2]). Sea A < Ky sean {Cq : ¢ < A} clubes. Entonces (g Cq es club.

Demostracion. La interseccion de cerrados es cerrada. Basta probar que no es acotada.

Dado o < A, sea fo(B) :=minCq \ B + 1; luego fo(B) > B para cada . Sea ahora & € K
arbitrario. Definamos 8,1 := sup{fx(6,) : & < A}; resulta §,1 < K por ser este Gltimo regular.
Finalmente, dg := sup{J, : n € ®} < K puesto que cfx > @. Puesto que &, < fu () < Opi1,
tenemos que Oy, = sup{ fu () : n € @} € Cq, puesto que es el supremo de elementos de Cy.

Como 0§y era arbitrario, Cy no es acotado en K.

Este resultado nos justifica la siguiente

Definicion 7.13. El filtro club es el filtro generado por los subconjuntos club de x: Club(x) :=
{XCxk:3dCCxkclubtalque C C X}.

Por el Lema 7.12 obtenemos inmediatamente:
Corolario 7.14. El filtro Club(k) es k-completo.

En un primer vistazo, es un poco dificil ver en qué sentido es “grande” un elemento del fil-
tro Club(k). Una interpretacion extremadamente liberal de esto es que los conjuntos club tienen
“densidad 1 en el infinito”. Esta intuicidn se justifica un poco mds con el siguiente ejemplo.

®El acrénimo “club” proviene del inglés closed unbounded.
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Ejemplo 7.15. Se puede ver que Lim N k es club. Por otro lado, pareciera haber tantos ordinales
limites como sucesores en K. Incluso mds de estos dltimos, pues entre dos ordinales £ < { en
Lim Nk, hay infinitos sucesores: & +1,& +2,.... Sin embargo, al conjunto de ordinales sucesores
lo puedo “traer desde el infinito” (trasladar inyectivamente) una unidad a la izquierda mediante el
mapa & + 1 — o. Esto es imposible para el conjunto Lim N k: ninguna funcién f : Lim Nk — K
que cumpla f(o) < o puede ser inyectiva. Esto se justificard mas adelante usando el Lema de
Compresion de Fodor.

Ejemplo 7.16. Paracada o < x, Kk~ (ot + 1) :={B < x:a < B} escluben k.
Ejercicio 7.17. Probar que Card Nk es club en k.

A los conjuntos Club(k)-positivos los llamaremos “estacionarios”.
Definicion 7.18. X C k es estacionario si CN X # @ para cada C C k club.

Reforzando las analogias planteadas en la subseccién anterior con los subconjuntos del [0, 1],
tenemos:

Cclub +—
X € Club(k) <— conjunto medible Lebesgue de medida 1
no estacionario <—

conjunto Borel de medida 1

conjunto de medida exterior 0
estacionario <— conjunto de medida exterior positiva.

Para apreciar més las propiedades de los conjuntos estacionarios, es vital utilizar los ejemplos de
clubes que hemos visto hasta ahora. Si § C « es estacionario, entonces

1. S no es acotado en Kk (por el Ejemplo 7.16);

2. S tiene ordinales limites (por el Ejemplo 7.15);
3. Los ordinales limites de S no son acotados en K;
4. ...etcétera.

Dada esta enumeracion, puede parecer muy dificil conseguir un conjunto que sea estacionario pero
no club. Subsanemos esta situaciéon con un ejemplo.

Ejemplo 7.19. Si 6 < k es regular, entonces S := {& € kN Lim: cf(a) = 6} es un subconjunto
estacionario de x. En particular, si kK > @, S5y S ’cf)l son disjuntos, y luego ninguno puede ser club.

Concluimos también que Club(x) no es un ultrafiltro si k¥ > @,. De hecho, un resultado
muchisimo mas fuerte de Ulam [7, I11.6.10] muestra que si K > ® es un cardinal sucesor, existen
K subconjuntos de K estacionarios disjuntos.

Si bien Club(k) no es cerrado por intersecciones de tamafio k, tiene una propiedad de clausura
un poco mas fuerte que ser k-completo. Para ello, introducimos la siguiente operacion.

Definicién 7.20. Sea {Cy: ¥ < k} una familia de subconjuntos de k. Su interseccién diagonal es
el conjunto A, Cy:={y < K: Y€ NgeyCa}-
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En la Figura 2 se comparan las operaciones de interseccion ordinaria y la diagonal. Los puntos
llenos denotan elementos de los conjuntos Cy, y los ordinales que faltan aparecen como puntos
vacios (asi, Co = {2,4,5, ... }). Mientras que la interseccion ordinaria requiere que todos los puntos
de una columna estén llenos para que el ordinal correspondiente esté en (), Cq, la interseccion
diagonal sélo se fija que lo estén estrictamente por encima de la diagonal de linea quebrada (de
esta manera, 4 € A, Cy (g Ca» por ejemplo).

Figura 2: Interseccion diagonal (por EMM).

A los filtros sobre K que son cerrados por intersecciones diagonales se los denomina normales.
Lema 7.21. Si Cy (a < k) son clubes de K, entonces /\, . Cy es club. Luego Club(k) es normal.

Demostracion. Se puede ver facilmente que A, Cy = Ny CyU (Y +1) =y CyU[0,7], asi
que es cerrada.

Para ver que no es acotada, tomemos & € K arbitrario. Recursivamente definimos a 8,1 ; como
algtin elemento de (1,5, Co que sea mayor que J, (tal interseccion es club por el Lema 7.12).

Veamos que O := sup{6, : n € 0} € (y<s,Ca- Sea & < 8. Luego hay m tal que a < 5.
Como 8,41 € Cq para todo n > m por construccion, tenemos que {8,+1 :n > m} C Cq, y su
supremo, Og, también estan en C.

Como & < 6g € Ay Cyy & era arbitrario, tenemos el resultado.

Tenemos dos aplicaciones importantes de este Lema.
Lema 7.22. Sea f: kK — k. Luego D := {a < K : @ es cerrado por f} es club en K.

En lenguaje del Algebra Universal, si (x, f) es un dlgebra, entonces el conjunto de los o < K
tales que (@, f | ) es subdlgebra de (k, f) es club.

Demostracion. Sean Cg :={a < k: f(B) < a} (son clubes por el Ejemplo 7.16). Luego
D={a<k:VB<a(f(B)<a)}= A Cq.
<K
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Teorema 7.23 (Lema de “Compresion” de Fodor). Sean K > @ regular, S C K estacionario y
f:S— «tal que f(B) < B para todo B € S (f es regresiva). Entonces existe @@ < K tal que
f~'({a}) es estacionario.

Demostracién. Probamos la contrarreciproca. Supongamos que para todo & < k, £~ ({a}) no es
estacionario. Luego hay un club Cy C kK~ f!({t}). Sea D := A, Cy, y tomemos § € SND.
Tenemos

Vo <B(BeCoa) = Ya<B(B¢f'({a}) = Ya<B(f(B)#a) = f(B)=B,

luego f no es regresiva.

Luego, toda vez que tengamos una funcién regresiva f : LimN ®; — ®;, no sélo no va a ser
inyectiva, sino que habrd N; elementos de Lim N @; que irdn a parar por f al mismo elemento
de ;. Dicho con la interpretacion liberal del Ejemplo 7.15, al tener Lim N @; “densidad 1 en el
infinito”, no puedo traerlo a la izquierda sin que se apelmacen sus elementos.

7.4. Ejercicios

x7.7. SiCescluben ky a < k, entonces CN{B < x:a < B} escluben k.

x7.8. Sea Kk un cardinal débilmente inaccesible. Probar que LimCard N k es estacionario en K.
x7.9. Si S es estacionario y C es club en «, entonces SN C es estacionario en K.

x7.10. Probar que si C es cluben K y o € k¥ \. C, entonces existe max{f € C: f < a} (siempre
que este conjunto no sea vacio).

x7.11. (*) Probar que los conjuntos S§ del Ejemplo 7.19 son estacionarios. @

x7.12. Probar que para toda C € *% (k), 0 € A, Cy.

x7.13. Probar que A, Cy =y CyU (Y +1) (y luego N, Cy € A, Cy).

x7.14. El Lema de Fodor (Teorema 7.23) no vale si K no es regular. (Pensar en Card N &, ).

x7.15. (*) Probar que toda f : @; — R continua es eventualmente constante. @

Con esto se puede probar que @; es un espacio N, Hausdorff, tal que toda f € C(w;,R) tiene
imagen compacta, pero no es compacto.

Un cardinal es (débilmente) Mahlo si es (débilmente) inaccesible y {1 < k : A es regular}
es estacionario en K. En el préximo ejercicio, decimos “los cardinales con la propiedad P son
estacionarios en k” cuando {A € k : A cardinal tal que P(A1)} es estacionario en K.

x7.16. Sea x Mabhlo.

a) Los cardinales limites en sentido fuerte son un club en k.
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b) Probar que los cardinales inaccesibles son estacionarios en K.

Luego, los cardinales Mahlo son mucho mds grandes que el primer inaccesible, que el primer
inaccesible que es limite de inaccesibles, etcétera.

8. Cardinales medibles

8.1. El problema de la medida

La tesis doctoral de Lebesgue (1902) tiene un nombre extremadamente elegante: Integral, Lon-
gitud, Area. En ella se plantea el problema de definir una funcién A que asocie a cada subconjunto
acotado de la recta un numero real de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

1. A no es idénticamente 0,
2. A es invariante por traslaciones (i.e., A(X) = A(X + r) para todo conjunto acotado X, y

3. A es contablemente aditiva, es decir, si los X, (n € ®) son disjuntos dos a dos, A(J,X,) =

Répidamente, Vitali (1905) prueba usando AC que esto es imposible. No obstante, Banach plantea
una version mds general del problema, que no es invalidada por su ejemplo.

Problema 8.1 (Banach). Decidir si hay algiin conjunto E y una funcion u : 9% (E) — [0,1] que
satisfagan:

Lop(@)=0yu(E)=1,
2. wes no trivial: u({x}) =0paratodox € E, y
3. U es contablemente aditiva.

Diremos que u es una medida sobre E; la no trivialidad tiene por sinénimos “{l es continua”
0 “U se anula en singuletes”. Para ver que efectivamente es una situacion mas general, primero
basta convencerse que toda A de arriba estd determinada por su valor en % ([0,1]), y que la no
trivialidad se sigue de la invariancia por traslaciones.

8.2. Medidas sobre un cardinal

Como el problema de la medida de Banach no depende intrinsecamente del conjunto E, pode-
mos redefinir todo refiriéndonos a un cardinal.

Definicion 8.2. Sea k € Card. Una medida sobre k es una funcién pu : 9 (k) — [0, 1] que satisface:
L u(@) =0y pu(k) =1,
2. u({x}) =0paratodox € kK, y
3. U es contablemente aditiva.
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Si Kk < A son cardinales infinitos y hay una medida sobre k, entonces hay medida sobre A. En
efecto, sea u medida sobre k. Luego, V(A) := u(AN k) es una medida sobre A.

En la siguiente definicion, la suma arbitraria de nimeros positivos se define como en el Ejer-
cicio x0.11.

Definicion 8.3. Sea p una medida sobre k y sea A € Card. Decimos que u es A-aditiva si para
todo B <Ay {Ay:a < B} C (k) familia disjunta, se da
u(UfAa: @ <)) = ¥ 1),
a<f
Por definicion, una medida sobre x es automaticamente N;-aditiva. Observemos que la medida
v de maés arriba no es A-aditiva.

Lema 8.4. Si k es el menor cardinal que admite una medida no trivial |, entonces U es K-aditiva.

Demostracion. Por la contrarreciproca. Supongamos que U : 9 (k) — [0, 1] no es k-aditiva. Luego
hay A < xy {Aq : o < A} subconjuntos de k disjuntos dos a dos tales que

1(UfAa: 0 <2}) # ¥ plda).
a<i
Afirmacién. Hay un conjunto contable I C A tal que Vot € A I, u(Ag) = 0 (ejercicio).

Como N; < A, podemos reemplazar via una biyeccion A por A + @ y suponer que U(Ay) =0
para todo @ < A. Luego tenemos

p(U{Ag:a<A+o})# Y pAa) =Y, wAgn). (6)
a<A+w n<w

Por aditividad contable,

p(U{Ag:a<ri+o}) =u(U{Ac:a <A} U U{Ac: 2 <a<A+o})
n(U{Ag: o <A} +u(U{Ae: 2 <a<i+o})
n(U{Aa:a <A}) + Z W(Agtn)-

n<w

Luego, restando Y, L (Ag+n) en ambos miembros de (6), concluimos que los Ay (o0 < A) son
disjuntos dos a dos tales que

ri=p(U{Aa:a<A})#£0
Definimos medida v sobre A: si X C 4, v(X) := % 1 (U{Aq : @ € X}). Es no trivial, luego k no
era el menor cardinal que admitia una tal medida.

Definicion 8.5. Un cardinal x es medible a valores reales (mvr) si admite una medida no trivial
K-aditiva.

Lema 8.6. Todo cardinal mvr es regular.

Demostracion. Supongamos que kK no es regular, y sea0=xp <xj <...<xg < ... (0t < A) cofinal
en K con A < k. Luego k es la unién disjunta de los conjuntos Ag :={B < K :x¢q < B < xg+1}-
Como los singuletes tienen medida nula, la x-aditividad asegura que cada A tiene medida nula.

Pero aplicando x-aditividad una vez mas se concluye que (J .3 Aq = K también tiene medida
nula, absurdo.

46



Definicion 8.7. Sea u una medida sobre x. Un subconjunto A C Kk es un atomo de u si 4(A) >0
y paratodo B C A, u(B) € {0, u(A)}.

Es decir, A es la representacion fidedigna de la injusticia absoluta segin p: partiendo la torta
A, alguien se queda con practicamente todo y el resto con migajas.

Ulam, en sus afios de doctorado (1929), prueba una dicotomia sorprendente sobre el problema
de la medida de Banach. En caso de haber solucién con dtomos podria considerarse un tanto
espuria; especialmente, si es que estamos pensando, como en el caso de Lebesgue, en obtener una
medida “sinceramente continua”, y no sélo desde el punto de vista de los singuletes. En cierto
modo, Ulam prueba la reciproca de esta expresion de deseo, y muchisimo més:

Teorema 8.8 (Ulam). Supongamos que el problema de la medida tiene solucion, y que K es el
menor cardinal que admita una medida |L. Entonces:

1. Si U no tiene dtomos, Kk < o
2. Si U tiene algiin dtomo, K es inaccesible.

En cada caso, las conclusiones son impactantes. En el primero, autométicamente hay soluciéon
del problema de la medida para el [0, 1] (puesto que el k se inyecta en el [0, 1] y se puede “transfe-
rir” la medida). Pero no sélo esto, sino que usando un par de trucos se puede probar que hay una
medida p definida en todo 9 (R) que extiende a la medida de Lebesgue.

A continuacién, probaremos el primer item, y ademds que todo cardinal mvr es débilmente
inaccesible. Esto mostrard que este caso de la dicotomia implica un fallo espectacular de CH.

Ejercicio 8.9. Si u no tiene dtomos, hay ¢ > 0 tal que para todo X C x con p(X) > 0, existen
X1,Xp tales que X1 UX, =X y (X)), 1u(X2) > ¢+ u(X). (De hecho, se puede probar con ¢ = %).

Prueba del Teorema 8.8(1). Para cadat € <®2 definimos un subconjunto X; C x con las siguientes
propiedades:

s X =K,
= Xi =X UXiny

n (X)) — 0;

lt| e

por recursion: supongamos X; definidos y Xp,X; son una descomposicion de X; con ¢ - u(X;) <
p1(X;) (i =0,1). Luego tenemos u(X;) < (1 —c)-u(X;). Tomamos X,~; := X; y por induccién
1(X;) < (1—c)". Luego concluimos que para toda f € ®2, N, X 1 tiene medida O (por monotonia

de ).
Definamos ahora una medida v sobre ®2. Sean

F:°259(x), F(f):=\Xrm

v(A) = w(U{F(f) - f € A}),

para A C ®2. Veamos que v es medida no trivial sobre ©2.
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La no trivialidad se sigue de que v({f}) = u(F(f)) = 0 por construccién y que v es c-aditiva
queda como ejercicio simple. S6lo resta probar que v(®2) = 1 y para esto es suficiente ver que

k=U{F(f): fe2} (7)
Fijemos o < «; se puede probar por induccion en n < @ la siguiente afirmacion:

(%) Existe un tnico ¢ € <®2 tal que dom(¢) =ny @ € X;; y todo s € <“2 con dom(s) < n
estd incluido en ese t.

De (%) se sigue que los elementos de Sy := {r € <“2: @ € X;} son comparables dos a dos y cada
natural estd en el dominio de alguno. Luego, su unién f :=JSq es una funcién de @ en 2 que
cumple con o € Xy}, para todo n, es decir o € F(f). Como « era arbitrario, se sigue (7).

Ejercicio 8.10. Probar que toda medida A-aditiva es A-subaditiva, i.c., t(U{Aq : o < B}) =
Yo<pM(Aq) paratodo f < Ay toda familia {Aq : & < B} C 9P (k).

Teorema 8.11. Todo cardinal mvr es limite.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que k¥ = A" es mvr. Construiremos una matriz de
Ulam, con A" filas y A columnas

A
; 7 N
0 0 0 0
F) F> E) ... F§
1 1 1
K= 2{-}- FO F] F2
F¢ F* F* ... F¥

\

cuyos elementos son subconjuntos de K que cumplen
1. paratodo 0 < Ay o' < a < K,FeaﬂFeal =g,y

2. paratodo o < K,

K\U9<1Fea‘ Sl

Una vez hecho esto, el item 1 implica que en cada columna 0 hay a lo sumo numerables o
tales que p(Fg*) > 0. En total, hay a lo sumo A4 -Ng = A pares («, 0) tales que u(Fg*) > 0. Luego,
hay un o < k tal que no es la primera componente de ninguno de esos pares. Entonces, fijindonos
en la fila a, por el item 2, tenemos que i (kK \ Ug-y Fy') = 0, y por lo tanto,

t=u(UF) < X D,
0<A 0<A

por la k-subaditividad de ut. Pero la suma es nula por elecciéon de o, absurdo.
Ahora pasemos a la construccién de la matriz. Para cada p < k, tomo f, : p — A inyectiva.
Luego definamos

Fg={p:a<p<kAfp(a)=0}.
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Para cada 6, los conjuntos F* son disjuntos dos a dos puesto que si f,(a) = 6 = f, () entonces
o = B por inyectividad. Por dltimo,

U F&={p:36 (¢ <p <kAfp(a) = 0)}

0<A
={p:a<p<xAIO (fo(a)=0)}
={p:a<p<k}l=x~(a+1),
y luego kK \Ug-; Fy* = a+ 1. Queda concluida la demostracion.

Corolario 8.12. Todo cardinal mvr es débilmente inaccesible.

En particular, ZFC no puede probar que existan.

8.3. Cardinales medibles

Supongamos que k admite una medida i k-aditivay A C K es un dtomo de (. Podemos definir
otra medida sobre Kk de la siguiente manera:

KX NA)

V=)

Esta v es un ejemplo de la siguiente

Definicion 8.13. v es una medida sobre x a dos valores si es una medida sobre K tal que v :
% (k) —{0,1}.

Lema 8.14. « admite medida no trivial a dos valores si y sélo si hay un ultrafiltro 6-completo no
principal sobre K.

Definicion 8.15. Un cardinal medible es un cardinal que admite una medida k-aditiva a dos
valores.

Luego, todo cardinal medible es mvr y por ende, débilmente inaccesible. Probaremos ahora
que de hecho son inaccesibles (en sentido fuerte).

Teorema 8.16. Todo cardinal medible es inaccesible.

Demostracion. Falta ver que son limites en sentido fuerte. Por el absurdo, supongamos que x es
medible y sea A < « tal que |*2| = 2% > «.

Sea S C A2 con |S| = k. Tomemos p medida a dos valores sobre S. Entonces, para cada o < A,
exactamente uno entre

fes:fla)y=1; y {fes:f(a)=0}

tiene medida 1 (puesto que son disjuntos y su unién es S). A ése lo llamamos Xy, y definimos g(a)
como el valor de sus elementos en . Es decir,

X ={feS: fla)=g(a)}; uXa)=1.

Como p es k-subaditiva (Ejercicio 8.10), se puede probar que pt(N{Xy: & < A})=1.Pero g € *2
Y ({Xa:a <A} ={g}NS tiene a lo sumo un elemento; absurdo porque i era no trivial.
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Prueba del Teorema 8.8(2). Sabemos que si K es el menor cardinal que admite una medida, en-
tonces €sta serd K aditiva. Al tener un 4tomo, obtenemos una medida a dos valores sobre k., y luego
Kk es medible. Por el Teorema 8.16, K es inaccesible.

8.4. Ejercicios

x8.1. De la prueba de Teorema 8.8(1):
a) Probar la afirmacion (x).

b) Probar que v es o-aditiva.

9. Los conjuntos bien fundados

En esta seccion estudiaremos la clase WF de los conjuntos bien fundados; para ellos, la relacion
€ es bien fundada. Bajo ZF~— P se puede definir recursivamente una nocién de complejidad para
los conjuntos bien fundados, dada por la funcién rango. Luego, se podra ver bajo ZF~ que WF es
un “modelo” de ZF (y respectivamente, con el Axioma de Eleccion).

9.1. Lafuncién rango

En general, para toda clase A y toda relaciéon conjuntista y bien fundada R sobre A se puede
definir el rango de un elemento de A. Los resultados de esta subseccion se pueden obtener en
ZF—P.

Definicion 9.1. Si R es conjuntista y bien fundada sobre A, definimos recursivamente la funcién
rango:
tka r(y) = U{S(tkar(x)) :xRyAx € A}

paratodoy € A.
Lema 9.2. Sea R bien fundada y conjuntista sobre A. Luego:
1. tka r(a) € Ord para todo a € A;
2. tkq g(a) =sup{rka g(b)+1:bRaANb € A} para todo a € A;
3. bR aimplicarka g(b) < rka r(a);
4. Para todo B <tk r(a) existe b € {a}Ual" tal que B =1ky g(b).

Demostracion. Lo probamos por induccion bien fundada. Supongamos que para todo b R a se dan
las cuatro propiedades. Luego,

tka g(a) =U{S(tka (b)) :bRaNb €A} =sup{rkar(D)+1:bRaNnb e A},

que es un ordinal puesto que los rks z(b) son ordinales. En particular, si b R a entonces rks g(a) >
tka g(b) + 1 > kg g(D). Esto nos prueba los tres primeros items. Para el dltimo, supongamos que
B < tkq g(a). Luego hay un ¢ R a tal que B < rkyq g(c) + 1; en conclusién B < rky g(c) y por
hipétesis inductiva, B = rks z(b) para algtin b € {c} Uc]". Pero entonces b € al” por el Lema (x)
2.2.
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Definicién 9.3. La clausura transitiva de un conjunto a es trcl(a) := {x: x €* a}.
Ejercicio 9.4. Probar las siguientes afirmaciones para un conjunto a:
1. trcl(a) es transitivo e incluye a a.
2. Para toda clase transitiva A, a C A, implica trcl(a) C A.
3. b € a implica trcl(b) C trcl(a).
Ejercicio 9.5. Probar que si R es bien fundada en x*, entonces lo es en {x} Ux]".
Si R = €, entonces {x} Ux]* = trcl({x}), asi que el Ejercicio 9.5 justifica la siguiente

Definicion 9.6. Un conjunto b es bien fundado si € es bien fundada en trcl(b). WF denotara la
clase de los conjuntos bien fundados, y si b € WF, su rango rk(b) es rkir({p}).¢ ()

Lema 9.7. 1. WF es una clase transitiva: para todo a € WF y b € a, se da b € WF.
2. € es bien fundada en WF.
3. tkwr.e(a) =rk(a) = sup{rk(b) +1:b € a}.

Demostracion. Supongamos que a € WF, esto es, € es bien fundada en trcl(a). Notemos que por
el Ejercicio 9.4(3), € debe ser bien fundada en trcl(b); luego b € WF.

Para el segundo item, sea X un subconjunto no vacio de WF, y tomemos x € X. Por definicion,
€ es bien fundada en trcl(x). Si trcl(x) N X = &, x es minimal en X. Sino, elegimos un elemento
minimal en la interseccion y serd minimal en X.

Para el tercer item veremos un enunciado un poco mds general. Supongamos que € es bien
fundada sobre las clases transitivas A y B. Probemos por induccién bien fundada que rky ¢ (a) =
1kp < (a) para todo a € AN B. Supongamos vélido para todo b € a. Luego,

kg c(a) = sup{rka c(b)+1:bcanbec A} Definicién rky ¢ (8)
=sup{rkac(b)+1:b € a} A transitiva )
=sup{rka c(b)+1:b€arbeB} B transitiva
=sup{rkpc(b)+1:b€anbe B} Hipétesis inductiva
=rkgp c(a) Definicion rkp ¢

Por el Ejercicio 9.4(1) podemos tomar A = trcl({a}) y B = WF obtenemos rkwr ¢ (a) =rk(a). Para
obtener la segunda igualdad, tomamos A = trcl({a}) y considerando las lineas (8) y (9) aplicamos
el resultado recién probado con B = trcl({b}) para sustituir rks () por rk(b).

Lema 9.8. Para todo conjunto b, b € WF si y solo si b C WF.

Demostracion. (=) Por el Lema 9.7(1)
(<) Sea b C WF; como WF es transitiva, trcl(b) C WF por el Ejercicio 9.4(2). Luego € es bien
fundada en trcl(b) por el Lema 9.7(2), y en conclusién b € WF.
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9.2. Ejercicios

x9.2. Sea R bien fundada y conjuntista sobre A.
a) Six R* a entonces rky g(x) < rka g(a).

b) Probar que R* es bien fundada sobre A.

x9.3. Probar que para cada o € Ord, rk(a) = «.

9.3. Jerarquias transfinitas de conjuntos

A continuacién, utilizando el Axioma de Partes, demostraremos que WF se descompone en
una jerarquia de conjuntos, indizada mediante los ordinales.

Lema 9.9. Si z Cy € WF entonces z € WF y rk(z) < rk(y).

Demostracion. Siw €* z, entonces o bien w € z 0 existe un w’ tal que w €* w' € z por el Lema (x)
2.2. En el primer caso, w € y, y en el segundo, w €* w’ € y, luego en ambos casos tenemos que
w €y por el Lema (%) 2.2. Asi que trcl(z) C trcl(y) y € debe ser bien fundada ahi por estar y en
WEF.

Para la segunda afirmacidn, basta aplicar la férmula para calcular rk(y):

tk(y) = sup{rk(w) +1:w € y} > sup{rk(w)+ 1 :w € z} = 1k(2).
Corolario 9.10. (ZF~) Si x € WF, entonces 9% (x) € WF y tk(9 (x)) = rk(x) + 1.
Definicion 9.11. R(a) := {x € WF : tk(x) < a}.

Los conjuntos que viven en R( ) son los que requieren menos de o “llaves anidadas” {{{... }}}
para su construccion.

Teorema 9.12. (ZF~) Los R() son conjuntos 'y cumplen con la definicion recursiva
R(0)=2
R(aa+1)=%(R(a))
R(y)=U{R(a): ¢ <7},  yelLim.

Demostracion. Lo demostramos por induccién en Ord.

Trivial.

Supongamos que R(a) es un conjunto. Por el Axioma de Partes, % (R(a)) es un con-
junto. Veamos las dos inclusiones; supongamos x C R(¢). Por el Lema 9.8, x € WF. Entonces

tk(x) =sup{rk(y)+1:yex}<a<o+1,

puesto que rk(y) < a para todo y € x. Esto nos da % (R(at)) C R(a+1).

Para la otra, tomemos b € R(a + 1). Luego el Lema 9.2 asegura que para todo x € b, rk(x) <
k(b), luego rk(x) < a. En conclusién, b C R(a), y obtenemos la otra inclusion.
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El Axioma de Reemplazo asegura que el miembro derecho es un conjunto, y es bas-
tante facil chequear que la definicién de R(y) implica que debe ser igual a esa union.

Ejercicio 9.13. (ZFC™) Sea k un cardinal inaccesible. Entonces para todo a < k, |R(a)| < k.

La clase WF proveerd en la Seccién 11.7 de un “modelo” de ZF, demostrando que la introduc-
cién del Axioma de Fundacion a ZF~ no introduce contradicciones.

Otra forma de clasificar a un conjunto x es de acuerdo a la cantidad de conjuntos requeridos
para construir x; esto es, el tamafio de su clausura transitiva.

Definicion 9.14. (AC) Sea k un cardinal. Los conjuntos de cardinal menor que k hereditaria-
mente son H(k) := {x € WF : |trcl(x)| < x}. Los conjuntos hereditariamente finitos HF son
H(No), y los hereditariamente contables son los HC := H(N).

En general, cuando tengamos una propiedad de conjuntos P, diremos que x satisface “heredi-
tariamente” P si P vale en la clausura transitiva de {x} (x cumple P, sus elementos cumplen P,
los elementos de sus elementos cumplen, etc.). Notemos que en el caso de la Definicion 9.14, todo
x € H(x) cumple con |x| < K.

Teorema 9.15. Trabajando en ZFC™ :
1. Para cada x € Card, H(x) es un conjunto; mds aiin, H(x) C R(K).
2. Si K es inaccesible, entonces se da la igualdad.

Demostracion. Veamos que H (k) C R(k) para todo k. Sea x € H(K); para cada o < rk(x), existe
b €* x tal que rk(b) = o por el Lema 9.2. Esto significa que rk|trcl(x)] D rk(x). Como |trcl(x)| < K,
debe ser |rk(x)| < k; y como rk(x) es un ordinal, obtenemos rk(x) < k.

Para el segundo punto, sea x € R(x) = J{R(a) : o < x}. Luego hay o < « tal que rk(x) < a.
Por el Ejercicio x9.2(a), rk(y) < rk(x) para todo y € trcl(x), asi que trcl(x) C R(a). Pero entonces
el Ejercicio 9.13 nos asegura que |trcl(x)| < k.

Se puede probar que el cardinal de H (k) es 2<*; ver [7, Lemma I.13.28]. En el siguiente lema,
mostraremos que los H (k) con Kk regular son cerrados por tomar subconjuntos de tamafo acotado.

Lema 9.16. (AC) Supongamos que K es regular. Siy C H(x) y |y| < K entonces 'y € H(k).

Demostracion. Por el Lema (x) 2.2,
trel(y) = {z: x(z € xAx €y)} Uy =U{trcl(x) : x € y} Uy.

Como |y| < x y cada trcl(x) tiene cardinal menor a K para x € y (puesto que y C H(k)), la unién
debe tener cardinal menor que k por el Teorema 5.16, dado que k es regular.

9.4. Ejercicios

Los siguientes ejercicios permitiran demostrar en la Seccién 11.7 que los R(y) con ¥ > @ limite
son modelos de Z.
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x9.4. Suponga que x,y € WF. Entonces:
a) {x,y} € WF y tk({x,y}) = max(rk(x),rk(y)) + 1.
b) 9 (x) € WF y rk(9 (x)) = rk(x) + 1 (esto es el Corolario 9.10).
¢) Ux € WF y rk(Ux) <rk(x).

Y este resultado auxiliar asegura que Reemplazo vale en H(«x):
x9.5. (AC) Suponga que K es regular. Si f : z — H(x) y z € H(x) entonces f,img f € H(x).
x9.6. (Cuidles propiedades de las del Teorema 9.12 siguen valiendo en ZF~— P?

x9.7. La primera inclusion en el Teorema 9.15 vale en ZF~— P.

10. Lodgicay Teoria de Modelos

A continuacién veremos un “cursillo de emergencia” de Teoria de Modelos, una parte impor-
tantisima de la Légica Matematica con diversas aplicaciones a otras areas, desde la geometria
algebraica y la teoria de anillos, hasta la misma Teoria de Conjuntos. Lo que sigue es una explica-
cién extremadamente simplificada e incompleta del tema; para una presentacion mds exhaustiva,
se pueden consultar [3, 2]; el capitulo 5 del libro de Just y Weese [5] es un resumen interesante
(dado que el libro es en general muy interactivo) y el capitulo 2 de Kunen [6] da una perspectiva
muy detallada. Los dltimos dos libros estdn enfocados principalmente en aplicaciones a Teoria de
Conjuntos.

10.1. Estructuras de primer orden

Los modelos que vamos a considerar en esta seccion se denominan también estructuras de
primer orden. Estas son simplemente un conjunto (“universo”) A equipado con algunas opera-
ciones y relaciones (finitarias) y constantes distinguidas definidas en él. Un ejemplo paradigmatico
serfa el de un cuerpo ordenado, como el de los racionales Q = (Q,+,-,0,1, <), donde +, - son dos
operaciones binarias, 0,1 son constantes y < una relacion binaria. La mayoria de las veces es-
taremos interesados en modelos estandares, donde el universo es un conjunto (de conjuntos) e
incluyen la relacién de la pertenencia; por ejemplo N = (@, €).

Los modelos tienen asociadas nociones naturales de isomorfismo y de subestructura, que co-
pian las ya conocidas para grupos, anillos, cuerpos (ordenados), etcétera. Sen A = (A,...) y
C = (C,...) modelos. Una funcién f : A — C es un isomorfismo f : A — C si es una biyec-
cién y preserva las operaciones, constantes y relaciones del lenguaje. Un subconjunto B C A es un
subuniverso de A si es cerrado por sus operaciones (en particular, contiene a las constantes dis-
tinguidas), y en tal caso el submodelo determinado por B es el modelo B consistente de restringir
todas las operaciones y relaciones de A a B. Por ejemplo, el subconjunto Z de (Q es un subuniverso
de Q (a pesar de no ser un cuerpo); restringiendo las operaciones de suma y producto a él, asi
como la relacién de orden, obtenemos un submodelo Z = (Z,+,-,0,1, <).
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En este ultimo ejemplo evidencia la necesidad de un método para referirse a una clase de
estructuras que tienen operaciones y relaciones bdsicas similares (en el caso de Q y Z, dos opera-
ciones binarias, dos constantes y una relacion binaria). En tal caso, podemos fijar de antemano un
lenguaje de primer orden £ = % U, que serd un conjunto de “simbolos” y una funcién T que
nos diga qué “aridad” tiene cada simbolo. En el caso de Q y Z, tendremos

F :={+,-,0,1} R ={<},
y la funcién 7 estd dada por la siguiente tabla:

X ‘+‘-‘0‘1‘<
tx)[2]2]0]0]2

(las constantes son funciones 0O-arias, es decir, sin argumentos). En la préctica, los “simbolos”
pueden ser cualquier conjunto, por ejemplo ordinales; simplemente usamos “+” 6 “<” como no-
tacion. En este esquema, fijado &£, una £ -estructura es un conjunto con una familia de ope-
raciones indizadas por el lenguaje . En general, las operaciones de una #£-estructura se deno-
tan por los mismos simbolos de &£, eventualmente con un supraindice para evitar confusiones:
Q=(Q,+2,.2 0212 <) y 7 = (Z,+%,.Z,0%,1%, <%). Una practica, que como bien ejempli-
fican estos dos modelos, es menos ambigua pero demasiado recargada.

En el caso de la Teoria de Conjuntos, el lenguaje relevante es £ = {€}, con un solo simbolo

de relacion binario.

10.2. La relacion de satisfaccion

Una vez que tenemos definido un lenguaje, podemos definir otras herramientas de expresion
acerca de nuestros modelos: términos y férmulas.

Los términos son las expresiones que se pueden escribir usando los elementos de ¥ y un
conjunto fijo contable Var = {xo,x1,...} de variables (también podemos utilizar simbolos au-
xiliares como paréntesis y la coma “,” por comodidad). En el caso del lenguaje de los cuerpos
ordenados, los términos se corresponderén intuitivamente con los polinomios a coeficientes natu-
rales (recordemos que sOlo tenemos a 0 y a 1 como constantes). Mds correctamente, los términos
son expresiones formales; a posteriori uno puede interpretar cada término en un modelo y obtener
una funcién (de igual modo que un mismo polinomio representa diversas funciones polindmicas;
pensar en (x-x)+ (x+ 1) en Z 6 en Z;). La interpretacion de un término en un modelo A se hace
reemplazando cada simbolo por la funcién que le corresponde en A; luego, al término xg - xq el
corresponderd en Z la funcién “elevar al cuadrado™ xg — xo Z x.

Las formulas (mas precisamente, formulas de primer orden), son las expresiones (formales,
sucesiones de simbolos) que se pueden escribir usando todos los simbolos de &£ y auxiliares,
variables de Var, la igualdad =, y luego combinar razonablemente estos elementos usando los co-
nectivos logicos tradicionales A, V, — (negacién), — (implica), T, L (verdadero y falso, resp.). ..
y los cuantificadores V'y 3. La definicion formal del conjunto de férmulas es recursiva y es impor-
tante destacar algunos puntos. En primer lugar, el caso base de dicha recursion estd dado por las

formulas atémicas, que tienen las formas t; =, y R(¢y,...,t,), donde t1,...,t, son términos y R
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es un simbolo de relacién n-ario (i.e., T(R) = n). Luego podemos obtener férmulas mas complejas,
por ejemplo:
@1 :=Vxo(—(xo = 0) = Fxy (x0 - x1 = 1)),

que dice que todo elemento distinto de O tiene inverso (a derecha). En segundo lugar, como las
Unicas variables disponibles son las que se usan con las funciones y relaciones basicas de la es-
tructura (digamos, A), los cuantificadores sélo se pueden referir a elementos del universo (y no
subconjuntos de A, u otros objetos de mayor orden; de ahi el término “primer orden”).

Dados los modelos (A = (A,...)) y férmulas (¢) para expresar propiedades, podemos conectar
ambos mundos: diremos que A satisface @, y escribiremos A |= ¢ si al interpretar todas las varia-
bles como elementos de A y los simbolos de ¢ como las funciones y relaciones que corresponden
en A, entonces la propiedad ¢ es cierta en A.

Como un primer ejemplo, tenemos que Q = ¢, mientras que Z no satisface ¢; (en simbolos,
Z |~ ¢r). Lanocion A |= ¢ también se define recursivamente, pero para hacer la recursion hay que
tener en cuenta que puede haber variables “sueltas”, o libres en la férmula ¢. En tal caso, hace
falta indicar qué elementos de A interpretardn a las variables libres; es decir, es necesario indicar
una funcién valuacion 1 : Var — A para interpretar las variables que no sean ligadas por ningtn
cuantificador. Para ilustrar esto, veamos un par de casos de la definicion recursiva de |=. {Cémo
decidimos si xp-x; = 1 es cierta en Q? Antes debemos saber quiénes son xg y x;. Para eso, usamos
L:

QitlExyx =1 si 'y solo si 1(x0) - Q1(x;) =19

Para una férmula con un 4,

Q,t = Ixj(xo-x =1) siy sélo si existe un ¢ € Q tal que [Q, (1(x; =¢q)) E x0-x1 = 1],

hay que modificar la interpretacion de las variables. La notacion “1(x; = ¢)” significa que cambia-
remos el valor asignado a x| port a g:

Jx=q) = A f(0))FU{(x,q) )

Notemos que, como deberia ser, la propiedad Q,1 = 3x; (xo - x; = 1) no depende del valor que 1
le asignaba a x;. Cuando todas las variables de ¢ estan ligadas por algun cuantificador (es decir,
@ es una oracién),’” entonces A, 1 = ¢ no depende de 1 y entonces podemos escribir simplemente
A |= ¢. Tal es el caso de la ¢y de arriba.

Observemos que todos los axiomas de ZFC son oraciones de primer orden en el lenguaje {€},
asi que para cualquier estructura A = (A,R) que tenga una Unica relacién binaria, tiene sentido
preguntarse cudles axiomas ¢ de ZFC valen en A.

10.3. Ejercicios

x10.1. Sean R:= (R, +,%,0,1,<) y Q := (Q,+,%,0,1,<), en el lenguaje de los anillos ordena-
dos, con las operaciones usuales. Encontrar una oracién de primer orden ¢ tal que R = ¢
pero Q = —o.

"Es usual escuchar la traduccién literal “sentencia” (practicamente establecida por el uso) para sentence. Trataremos

de usar “oracién”, que aparentemente es mas sensata.
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Es un teorema de Cantor que si nuestro lenguaje es £ = {<}, no podemos distinguirlos por
ninguna oracion de primer orden. Sin embargo:

x10.2. Encontrar una &£-oracion que distinga a QQ de Z.

x10.3. (*) Encontrar una {4 }-oracién que distinga a Z de Z x Z (con la suma coordenada a
coordenada).

x10.4. Decidir cuales de los axiomas de ZFC valen en las estructuras (@, {(x+ 1,x) : x € ®}) y
(R=0 <), ;Satisfacen “existe un conjunto vacio”?

x10.5. (ZF) Decidir si existen conjuntos transitivos isomorfos (como modelos estidndares) a los
siguientes grafos dirigidos. En tal caso, dar los conjuntos. ;Cudles son isomorfos a un
subconjunto de un conjunto transitivo? @

A A PN
| § ANV

(a) (b) (c) (d) (e)

10.4. Submodelos y absolutez

Una propiedad crucial de las formulas atoémicas es que su significado no cambia entre un
modelo y cualquiera de sus submodelos. Este hecho es una generalizaciéon inmediata de que las
relaciones y operaciones bdsicas de un submodelo son esencialmente las mismas que las del mo-
delo grande. Por ejemplo, al decir que Z es cerrado por el producto -Q de Q, estamos afirmando
que para todo par de elementos go,q1 € Z, el resultado de g -2 | estd en Z. Luego, si definimos
el producto de Z como la restriccién del producto de Q, podemos decir que si se da go -2 g1 = ¢»
entonces debe darse go -2 g1 = ¢ y viceversa, para todos los qo,q1,¢> € Z. Esto es lo mismo que:

QXX =x si'y sélo si Z,1=x0-x1 =x

para toda valuacion 1 : Var — Z (es una valuacién adecuada para QQ puesto que Z C Q).
Una induccién sobre la construccion de términos permite generalizar esto para toda férmula
atomica:

Lema 10.1. Supongamos que B es submodelo de A. Para toda formula atomica ¢ y una valuacion
1:Var — B, se da
BiE=o siy sélo si AlLEo.

Introduciremos una de las definiciones mas importantes para el estudio de los modelos de ZFC.
Para una férmula ¢ cuyas variables libres estdn entre xy, . . ., x,, la condicién A, 1 |= ¢ s6lo depende
de los valores que 1 le asigna a dichas variables; es comun en estos casos indicar explicitamente
cudles son los valores de t(x;) coni =0, ...,n, escribiéndolos como pardmetros de la férmula. Por
ejemplo, si 1(xg) = b, escribimos A = ¢(b) en lugar de A,1 = ¢(x).
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Definicion 10.2. Sea B un submodelo de A, ambos en el lenguaje £. Una férmula ¢(xo,...,x,)
(con todas sus variables libres en {xo, ...,x,}) es absoluta entre B y A si para todos los by, . ..,b, €
B, seda

B E o(bo,...,by,) siysélosi A= @(bg,...,by).

En tal caso usamos la notacién B <y A. Diremos que B es un submodelo elemental de A (B < A)
si se da B < A para toda £-férmula ¢.

Esta definicion dice que si ¢ es absoluta entre B y A, entonces significa lo mismo para los
dos modelos. La nocién de submodelo elemental, por su parte, puede parecer muy rebuscada; sin
embargo, el siguiente resultado dice que abundan.

Teorema 10.3 (descendente de Lowenheim-Skolem). (ZFC™) Sea &£ un lenguaje de primer y A
un £ -modelo infinito. Para todo X C A existe un submodelo elemental B < A tal que X C By
|B| = max(|X], |£],N).

En particular, todo modelo infinito de un lenguaje finito tiene un submodelo elemental nume-
rable.

Cuando B es un submodelo elemental de A, podemos decir que “satisfacen las mismas formu-
las”, con parametros en el modelo més chico. Algo mas débil es que satisfagan las mismas oracio-
nes; en ese caso se dice que son elementalmente equivalentes; esto sucede, en particular, cuando
A es isomorfo a B.

Ejercicio 10.4. T, := ([0,1],<) y I, := ([0,1]U(2, 3], <) son isomorfos pero hay una { < }-férmula
¢(x) tal que I} = ¢@(1) pero I, |=—¢(1).

10.5. Formalizacion de la Teoria de Modelos en ZFC

De igual modo que el resto de la Matematica se puede formalizar en la Teoria de Conjuntos,
las nociones de las secciones anteriores también se pueden describir en ella, y se pueden demostrar
los lemas y teoremas citados. En particular, las definiciones de términos, férmulas y satisfaccion
proceden por recursion y se pueden formalizar usando los resultados de la Seccién 2.

Para distinguir las férmulas 16gicas con las que escribimos y estudiamos ZFC de los conjun-
tos que las codifican, utilizaremos las comillas de Quine. De esta manera, una férmula ¢ serd
codificada como un conjunto "@'. De hecho, también hay que codificar las variables l6gicas con
conjuntos, y el metaconjunto de variables Var también. Por ejemplo, la formula x, = x3 se codifi-
carfa (siguiendo [6]) con la sucesion "x; = x3':= ("=","x,","x3"), donde "x,","x3" € "Var.

La relacion |= se formaliza entonces como una “funcién” que toma como pardmetros un mo-
delo, una valuacién y una férmula y devuelve un valor 1 6 0 (codificando “verdadero” y “falso”,
respectivamente). De hecho, esta “funcién” es una formula de cuatro variables u(x,y,z,v) que vale
solamente si x es un modelo A, y es una funcién 1 : "Var' — A, z codifica una férmula ¢ y v es un
elemento de 2 que codifica el valor de verdad de la afirmacién “A,1 = ¢”.

Ejemplo 10.5. Si t("x, ") := n? +2 para cada n € ®, entonces ZF ~— P prueba

1. [J(Q,l,rXO'.Xl =X217 1)’
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2. ,U(Q,l,l_X()'XI :x()j?O); y

3. ~u(Q,2, ¢, i) para toda formula @ e i € @ (puesto que & no es una funcién con dominio
"Var").

11. Modelos de la Teoria de Conjuntos

11.1. Modelos estandares

Cuando el universo A de un modelo A es una familia de conjuntos, y la relacién € estd en
el lenguaje de A, tenemos un modelo estdndar. Es sumamente importante entender qué parte de
la teoria de conjuntos es verdadera en A, para saber qué construcciones se pueden llevar a cabo
dentro de €l, y como estdn relacionadas con el universo de conjuntos.

Para formalizar esta discusion, observemos que desde un principio estamos estudiando las
consecuencias de los axiomas de ZFC. Asi que decir “A es un modelo estandar”, significa que
podemos probar usando los axiomas que

JAE:A=(AE)AVa,beA({a,b) €E<>ach).

Un detalle no menor que hemos estado pasando por alto, es que estamos utilizando toneladas
de definiciones y para muchas de ellas introdujimos nuevos simbolos que no estdn en el lenguaje
original {€} de ZFC. Por ejemplo, el nuevo simbolo de funcién binaria (-, -) en la férmula anterior.
Claro, se puede eliminar usando el constructor de pares no ordenados:

JAE : A= {{A},{A,E}} AVa,b € A ({{a},{a,b}} €EE <> a€b).

Escribir esta dltima férmula en lenguaje {€} puede ser un poco “rompe-esferas”.®

Prosiguiendo con nuestro andlisis, quisiéramos entender qué propiedades tiene un modelo
estandar A. Dado que su lenguaje incluye a €, podemos preguntarnos si alguno de sus elementos
satisface la siguiente férmula:

e (v) :=Vw=(wev) (10)

Apenas la vemos, la identificamos como “la definicién del conjunto vacio”. En una perspectiva
ingenua, intuitiva o platonista, diremos que en el “universo de todos los conjuntos” esta férmula
es una definicion de @, puesto @ () es verdadero y es el tnico conjunto que la satisface. Formal-
mente, lo que sabemos simplemente es que los axiomas de ZFC (especificamente, los axiomas de
Existencia y Extensionalidad) demuestran la férmula

v @e(v). (11)

(En este caso diremos que ¢, define una constante). Luego podemos expandir nuestro lenguaje
con una nueva constante &, y un nuevo axioma de definicion:

V=0 < @ (v). (12)

8A pain in the neck, and probably much deeper! como decfa un querido colega aleman.
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En particular, esto significa que cualquier modelo A de los dos primeros axiomas de ZFC satis-
fard (11), y se va a poder interpretar inequivocamente la nueva constante en A, de manera que
se cumpla A = @.(2™). Si A = (A,€) es un modelo estdndar, entonces de hecho el elemento
de A denotado por @* es un conjunto. La pregunta inmediata es, jes @ el conjunto vacio? No
necesariamente.

Ejemplo 11.1. Tomemos A = {3,{2,3},{3,4}}. Es facil ver que

(A,€%) = 3y e (v), y, més adn (4,€4) | ¢.(3),
asf que es posible definir @, y resulta igual a 3 = {0,1,2} # @. Formalmente, la implicacién
(A es estandar con universo A = {3,{2,3},{3,4}}) — A = "3 @.(v) A ¢(3)"

es un teorema de ZF~— P. Sin embargo, la férmula @, (3) no es un teorema (de hecho, su negacion
lo es).

Esta discusion se puede aplicar a funciones (de hecho, una constante es una funcion sin ar-
gumentos). Por ejemplo, con los axiomas de Extensionalidad, Separacion y Pares se demuestra
Vx,y 3z @p(x,y,2), donde

Pp(x,3,2) :=Vw(wezw=xVw=y). (13)

Es decir, ¢, define una funcién. Esto nos permite introducir el simbolo de funcién {-, -} mediante
un axioma de definicidn. En general, considerando los axiomas con los que estemos trabajando en
cada caso, habrd algunas funciones definibles, y para cada una de ellas una férmula que la defina.
A partir de ahora, vejaremos impunemente a la notacién, utilizando € para denotar la €* de un
modelo estdndar A, y omitiremos las comillas de Quine de las férmulas formalizadas en ZFC.

Definicion 11.2. Sea A un conjunto. Una férmula ¢ () es absoluta para A si

VX0, €A ((A,€) E @(x0,...,%n)) > @(x0,...,X).

Es un buen ejercicio poner nuevamente las comillas de Quine que faltan en la férmula anterior.
Entonces, la formula @, (v) no es absoluta para {3,{2,3},{3,4}}.

Definicion 11.3. Una funcién definida por la formula ¢ (%, z) es absoluta para un conjunto A si se
da (A, €) =Vx3!z: @(X,z) y ademas @(X,z) es absoluta para A.

El problema con el modelo estdndar A del Ejemplo 11.1 es que “le faltaban elementos” para
darse cuenta que 3 no estd vacio. Si hubiera tenido alguno de (o todos) los elementos del 3, no
hubiera pasado esto. Tener todos los elementos de los elementos es exactamente ser transitivo,
y soluciona el problema de absolutez para una importante cantidad de férmulas. Pero esto lo
discutiremos en la Seccién 11.5, ya en el contexto de clases propias.

11.2. Ejercicios

En el Ejemplo 11.1, vimos un caso donde la férmula @, definfa una funcién (constante, @4),
pero no era absoluta.
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x11.1. Probar que ¢, no es absoluta para A de dicho Ejemplo.

x11.2. Encontrar un ejemplo de conjunto B # & para el cual la férmula ¢, es absoluta pero no
define una funcion.

x11.3. Supongamos que A C B y que la funcién definible f es absoluta para ambos. Entonces
A = (A, €, fA) es submodelo de B = (B, €, fB).

11.3. Teoremas de Godel y Consistencia Relativa

Simplemente enunciaremos estos famosos resultados, con algunas consecuencias para el estu-
dio de la Teoria de Conjuntos.

Cualquier teoria (matemdtica o no) que valga la pena considerar debe ser consistente: no
debe llevar a contradicciones. La formalizacion de este concepto involucra definir rigurosamente
prueba, y esto se puede hacer de manera satisfactoria para la 16gica de primer orden (a los efectos
practicos de este resumen, basta entender que una prueba es una sucesion finita de férmulas). En
este contexto, una teoria es simplemente un conjunto de oraciones de primer orden de un lenguaje
fijo £. El Teorema de Completitud de Godel dice que para saber que una teoria es consistente
basta encontrar un modelo de ella.

Teorema 11.4 (de Completitud de Godel). Una teoria P es consistente si'y sélo si existe un modelo
A tal que para toda ¢ € P, A = ¢.

Perfecto; como la Matematica se formaliza en la teoria de primer orden ZFC, basta encontrar
un modelo de esa teoria. Chanfle:

Teorema 11.5 (segundo de Incompletitud de Godel). Una teoria consistente ® que permita for-
malizar a los niimeros naturales con la adicion y el producto, no puede probar su propia consis-
tencia.

Mis fuertemente, hay una férmula de primer orden Con(ZFC) en el lenguaje { €}, que es cierta
sty solo si ZFC es consistente, pero

= si ZFC es consistente, Con(ZFC) no se puede demostrar con los métodos de ZFC (eso querria
decir que no se puede probar matemdticamente, a menos que empecemos a creer en nuevos
axiomas); y

= si alguien encuentra una prueba en ZFC de Con(ZFC), entonces realmente ZFC era incon-
sistente.

Un bajon.

Pero esto nos deja la miserable posibilidad de poder demostrar afirmaciones calificadas de la
forma “Si ZFC fuera consistente, entonces ZFC + 280 = N> seria consistente”. Esto se denomina
una prueba de consistencia relativa.
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11.4. Modelos de clase y relativizacion

Como referencia general para esta seccion, recomiendo leer Kunen [7], pp. 99-102.

El Segundo Teorema de Incompletitud obstruye la busqueda de un modelo de la Teoria de
conjuntos (0 mas bien, probar en ZFC la existencia de un modelo de ZF'C). Sin embargo, podemos
avanzar utilizando modelos de clase, es decir, modelos (impropios) cuyo universo sea una clase
propia (valga el oximoron).

Una clase, como ya dijimos, es simplemente una férmula, o bien, intuitivamente, una “pro-
piedad” y(x). Y podemos definir, mediante otras férmulas, clases relacionales entre elementos
que cumplen con la propiedad y. Un ejemplo es la relacion de inclusion x C y. Esta dada por la
féormula Vz(z € x — z € y) (no es un conjunto de pares).

Consideremos el ejemplo del “poset” de los ordinales Ord := (Ord, <). Aqui la y(x) es “x
es ordinal” y x < y también viene definida por una férmula. Como todas las cosas que involucran
clases, debemos tener mucho cuidado manipulando estos objetos. En primer lugar, no se puede
hacer un par ordenado de férmulas (no son conjuntos). Tampoco hay un conjunto que tenga todos
los conjuntos con la propiedad de ser un ordinal. Mdas seriamente, no podemos utilizar nuestra
nocion de satisfaccion “=" puesto que estd definida como una férmula p cuyos parametros deben
ser conjuntos. Para ejemplificar como se puede salvar esta situacidn, tratemos de expresar que
la estructura Ord satisface la oracion ¢y := Vx(x =0V 0 < x), que dice que el 0 es el menor
elemento. Intuitivamente, esto quiere decir que para todo & € Ord, @ =0 6 0 € . De hecho, para
decidir el valor de verdad de ¢y en Ord estamos haciendo exactamente lo que dicta la definicion
recursiva de |=, pero la diferencia estriba en que

= s6lo podemos hacer esto de a una féormula por vez; y

= estamos trabajando todo el tiempo con férmulas (una para Ord, otra para <,...).

Es decir, tomamos la féormula ¢y y la manipulamos sintdcticamente para obtener otra, (p]f,)rd, que

codifica la afirmacién “@y vale en la estructura Ord”.

Las reglas para obtener (pl(\?rd a partir de ¢y son muy simples y hasta cierto punto, obvias. Para
ponerlas en contexto, necesitamos una nocién mas. Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I
una familia de axiomas de ZFC. Una interpretacion relativa A de £ en I" o modelo de clase de
% enT es una clase A no vacia y una asignacion de clases a cada simbolo de &, de manera que
a los simbolos de funciones les correspondan clases funcionales de la misma aridad, y lo mismo

con las relaciones. Esto significa que la teoria I" prueba:
» A # T (i.e., si A estd dada por la férmula y/(x), entonces I" prueba Jx y/(x)).

= Si al simbolo de funcién f(X) le corresponde la clase F (¥, z), entonces I prueba VX 3!zF (¥, z)
(y luego ese tnico z es el valor de f(X)).

En nuestra préxima definicién nos restringiremos al caso en el que & consta de un tinico simbolo
de relacion binaria, y que interpretamos con la formula x € y. Una tal interpretacion relativa esta
completamente determinada por la clase A y los axiomas relevantes de la teoria de conjuntos I'.

Definicion 11.6. Sea A una clase. La relativizacion de la formula ¢ a A, ¢*, se define recursiva-
mente de la siguiente manera:
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1. Si @(X) es atémica, ¢ := @.
2. (pAy)A := @A AyA, y andlogamente con los otros conectivos proposicionales.
3. (Vzy(z,x)* :=Vz € A(y(z,x)*), y lo mismo con 3.

Esta definicion se puede extender a modelos de clase A de lenguajes £ mds complejos, pero
hay que poner més casos para las férmulas atomicas.

Ejercicio 11.7. Probar que para toda ¢ en el lenguaje {€}, ¢ y ¢" son 16gicamente equivalentes.

Un resultado intuitivamente claro pero molesto de probar es que la relativizacién provee de
una generalizacion de la relacion |=:

Teorema 11.8. Para toda formula ¢(x), ZF~— P prueba:
VA = (A, €) estdndar,¥i € A : (A |="@(%)) & ¢ (%).
El resultado de 16gica que hace ttiles a los modelos de clase es la siguiente observacion:

Teorema 11.9. Sea A un modelo de clase de &£ en I'. Hay un algoritmo tal que dadas una £ -
formula @ y una demostracion de ella en la l6gica de primer orden, devuelve una demostracion
de ©* a partir de los axiomas de T..

Para entender mas sobre como se definen algoritmos de este tipo, y la nocién formal de de-
mostraciones en la l6gica de primer orden, consultar un texto de 16gica como [3, 6].

Corolario 11.10. Sean y una oracién y I" un conjunto oraciones, ambos en el lenguaje {€}, y
supongamos que A es una clase tal que 1" prueba

1. A+2;y
2. " para toda ¢ € TU{y]}.
Luego, si T U{y} es inconsistente entonces I es inconsistente.

Demostracion. Supongamos que I'U {y} es inconsistente. Esto quiere decir que hay una prueba
de una contradiccioén y A —) partiendo desde dichos axiomas. Como una demostracién involucra
solo finitas formulas, hay ¢i,...,¢, CT'U{y} tal que la implicacién @; A...A @, — x A—)x es
un teorema de la I6gica. Como I prueba que A # &, A determina un modelo de clase de {€} enT".
Entonces podemos aplicar el algoritmo del Teorema 11.9, obteniendo el nuevo teorema légico

A A A A A

(QIA NG = xAx) =M A AQ = xA A=y
Ahora bien, por hipétesis I prueba todos los términos del antecedente, asi que entonces debe
probar el consecuente. Pero x4 A =y es una contradiccién, luego I es inconsistente.

Utilizaremos mds adelante este Corolario para demostrar que el Axioma de Fundacién no in-
troduce contradicciones (nuevas). Para ello, probaremos en ZF~ que la clase no vacia WF satisface
¢ para toda ¢ de ZF (i.e., en ZF~ probaremos ¢"VF). Luego, si ZF es inconsistente es porque ZF~
ya lo era.
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11.5. Modelos transitivos

Como vimos en la Seccién 11.4, toda clase no vacia A determina un “modelo (A, €)”, 0 mds
precisamente, una interpretacion relativa. Esta nocion generaliza a los modelos estandares (sobre
conjuntos), y los resultados de esta seccidn van a valer también para estos ultimos. Llamaremos
modelos de clase a estas interpretaciones relativas, abusando un poco de la notacién a menudo
diciendo simplemente modelos.

En este contexto, una clase A serd llamada modelo transitivo si es transitiva. Los modelos
transitivos son extremadamente utiles puesto que para ellos hay una gran cantidad de conceptos
que son absolutos. Para aplicar esta idea, primero escribamos una generalizacion comun de las
Definiciones 10.2 (en el caso £ que contiene sélo una relacion binaria) y 11.2, reemplazando la
nocién = por relativizaciones donde corresponda.

Definicion 11.11. Sean A y B clases con B C A. Una férmula ¢ (xo, .. .,x,) (con todas sus variables
libres en {xo,...,x,}) es absoluta entre B y A si para todos los by, ...,b, € B, se da

oB(by,...,b,)  siysélosi  @*(bo,...,by).
Diremos que ¢ es absoluta para B (a secas) si es absoluta entre B'y V; esto es, si o8 <+ ¢.
Mantendremos la notacién B <y A para el caso de clases.

Definicion 11.12. Una férmula ¢ en el lenguaje {€} es A si todos sus cuantificadores estdn
acotados: son de la forma 3z € x 6 Vz € x, con x # z.

Lema 11.13. Toda formula Ay es absoluta entre modelos transitivos.

Demostracion. Las férmulas Ag se construyen recursivamente comenzando por las atdmicas, usan-
do conectivos proposicionales libremente y siempre que ¢ sea Ag, la férmula Vz (z € x — @) serd
Ag (el caso con 7 se obtiene usando dos negaciones).

Sean ahora A y B clases con B C A. Queremos ver que para toda férmula ¢, se da @5 <+ ¢4
siempre que las variables libres de estas formulas se ocupen con elementos de B. Las formulas
atOmicas son absolutas entre modelos transitivos por (la version para clases de) el Lema 10.1, lo
cual nos da el caso base. Para los conectivos 16gicos, el resultado se sigue de que la relativizacion
los respeta a todos; por ejemplo, en el caso de la disyuncion:

(eVy)B =B vyb def. de relativizacion,
ety \//A hip. inductiva, ¢ y y absolutas,
= (pVy) def. de relativizacion.

Finalmente, supongamos que ¢ es absoluta entre modelos transitivos y lo probemos para
Vz(z € x — @); notar que x es una variable libre de esta férmula. Sea, entonces b € B. Veremos
que (Vz(z€b— 0))B < Vz(z€b— @)A

(Vz(z€b— @))B =Vz€B(z€b— ¢F) def. de relativizacién
~VzEB(zeb— @) hip. inductiva
“VzeA(zeb— o) (1)
= (Vz(z€b— ) def. de relativizacion.
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En la equivalencia marcada con (), la implicacién inversa sucede simplemente porque B C A; y
la directa, puesto que si z € b € B entonces debe ser que z € B por ser éste transitivo.

La nocion de una expansion de un modelo mediante axiomas de definicién (Seccidén 10) se
puede aplicar a los modelos transitivos sin ningin problema, y obtenemos asi interpretaciones
relativas de lenguajes & mas grandes, como se comentaba alrededor de la Definicién 11.6. Para
estos modelos expandidos se puede probar una version mas general del Lema 11.13 de absolutez.
Para ello, estipulemos:

Definicion 11.14. Sea & un lenguaje que contiene a €. Una £-férmula es A si se obtiene a partir
de las formulas atomicas utilizando conectivos proposicionales y cuantificaciones acotadas:

Si @ es Ag y t es un término que no contiene la variable z, entonces Vz(z €t — @) es
Ag.

La version generalizada del Lema 11.13 es la siguiente.

Lema 11.15. Sea & un lenguaje que contiene a €, A = (A, €,...) un modelo en el lenguaje £y
B un submodelo transitivo de A. Luego para toda L-férmula Ay @ se cumple @* < @B.

Probar este lema utilizando las ideas del Lema 11.13 es bastante instructivo; la solucidn esta en
[7,1.16.2]. La demostracion es igual tanto para el caso de modelos transitivos basados en una clase
(interpretaciones relativas) o modelos cuyo universo es un conjunto, asi que uno puede trabajar
primero en el marco mas comodo y después transportar la prueba al otro.

Corolario 11.16. Toda & -férmula Ay es absoluta entre modelos transitivos.

Para aplicar este Corolario con un par de modelos transitivos B y A, es necesario comprobar
que B sea submodelo de A. En el caso que ambos sean expansiones de modelos (B,€) y (A, €)
mediante definiciones, esto equivale a decir que dichas definiciones significan lo mismo en ambos
modelos (como se observaba antes del Lema 10.1). Lo veamos en un caso practico.

Ejemplo 11.17. Sean B y A dos clases transitivas con B C A. La propiedad “x C y” estd definida
como la férmula Ay Vz(z € x — z € y), y por el Lema 11.13 es absoluta entre B 'y A. Como esta
formula significa lo mismo tanto en B como en A (siempre que x,y € B), va a resultar que la
relacién C8 serd la restriccién de C# ala clase B. En conclusién, B := (B, €, B ) es submodelo de
A := (A, €,C*). El Corolario 11.16 nos dice ahora que las férmulas Ag en el lenguaje expandido
{€,C} son absolutas entre B y A.

Lema 11.18. Sea M una clase transitiva no vacia que satisface los axiomas de Separacion y Pares.
Entonces @y la operacion x,y — {x,y} son absolutos para M.

Demostracion. Como dijimos mds arriba, con los axiomas citados se pueden probar 3!v @.(v) y
Vx,y3'z¢p(x,y,z). Nuestra intencién es aplicar el Lema 11.13.
Ahora bien, las formulas (10) y (13) no son Ag, pero son l6gicamente equivalentes a

Ywev(w#w)
(xezx)A(yez)AVwez(w=xVw=y),

respectivamente, que si lo son. En conclusion, las férmulas (10) y (13) son absolutas entre M y V,
y tenemos el resultado.
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Ejercicio 11.19. Probar que la unién binaria U es absoluta entre los modelos transitivos de Exten-
sionalidad, Pares, Separacién y Unién. (§)

Lema 11.20. Sea M transitiva que satisfaga Extensionalidad, Pares, Separacion y Union. La
operacion de sucesor x — S(x) = xU{x} es absoluta para M.

Demostracion. Aqui ejemplificaremos el uso de &£ -formulas absolutas.

Dada M en las hipétesis, podemos aplicar el Ejercicio x11.3 con el Lema 11.18 y el Ejerci-
cio 11.19 para concluir que (M, €,{-,-}*,UM) es submodelo de (V,€,{-,-},U). Por lo tanto, la
% -férmula atémica y = xU {x,x} es absoluta entre M y V.

11.6. Ejercicios

x11.4. Identificar cudles instancias de Separacion debe satisfacer M para obtener la conclusion del
Lema 11.18.

x11.5. Probar el Lema 11.20 utilizando el Lema 11.13 directamente (i.e., sin hablar de expansio-
nes del lenguaje).

x11.6. Probar que si ¢ es Ap, y t es un término que no contiene a z, entonces 3!z €1 : @ es
l6gicamente equivalente a una férmula Ay.

x11.7. Probar en ZF~ que las siguientes nociones son absolutas entre modelos transitivos:

a) x es un conjunto de cardinal a lo sumo 2. d) x es una funcién.
b) x es un par ordenado. e) fix—=y.
¢) x es una relacion. f) f:x—yesunabiyeccion.

x11.8. (ZF~— P) Probar que si M es una clase que cumple V¥ € M : | JF € M, entonces el Axioma
de Union vale en M.

x11.9. La nocién “f es un isomorfismo entre las estructuras P y Q” es absoluta entre modelos
transitivos.

x11.10. Probar en ZF que las siguientes nociones son absolutas entre modelos transitivos:

a) x es un ordinal. c) X= .
b) x es un ordinal limite.

x11.11. (ZF) Probar que si M es una clase transitiva, entonces Ord" es un ordinal o bien es igual
a Ord.

x11.12. Probar que si ¢ es Ag, y ¢ es un término que no contiene a z, entonces 3!z €¢: @ es
l6gicamente equivalente a una &£-férmula Ay.

La composicién de funciones definidas por formulas Ay son absolutas entre modelos transitivos.
Pero, por ejemplo, la funcién D(n) := n+ n sobre @ no tiene una definicion Ag (la prueba de esto
escapa de los temas del curso).
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x11.13. (*) Probar en ZF que D es composicion de dos funciones definidas por formulas Ag.

x11.14. Supongamos que M es un modelo transitivo de ZFC. Luego para cada ordinal @ € M,
M |= 3x : x = wq. Luego hay un elemento @Y de M que satisface esta férmula. Si ahora
N D M es otro modelo transitivo de ZFC'y ) es el elemento correspondiente, probar que
oM < ol

Si M es un modelo transitivo de ZFC y N < M un submodelo elemental contable, N puede no
ser transitivo, i.e., pueden existir conjuntos X € N que no sean subconjuntos de N. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado:

x11.15. (*) SiN < M = ZFC, M es transitivo y N = “X es contable” entonces X C N.

Muchas veces es necesario considerar copias isomorfas de una estructura de dentro de otra;
es decir, en lugar de la inclusién consideramos en general una incrustacion (o, en inglés, “em-
bedding”). La generalizacion correspondiente de los submodelos elementales se obtiene usando
mapas j : B — A llamados incrustaciones elementales, que cumplen

¢°(bo,....bs)  siys6losi @ (j(bo),---,j(bn))-
para toda férmula ¢ y elementos by,...,b, € B.

x11.16. Supongamos que A C By j: B — A es una incrustacion elemental. Probar que si la funcion
f es absoluta, entonces

JUf (b1, b)) = f(j(b1),- - j(Bn))

para by,...,b, € B.

11.7. Modelos de fragmentos de ZF'C

Compilamos a continuacion criterios para decidir si una clase satisface los axiomas de ZF'C.
Lema 11.21 ([7, 11.2.4]). (ZF — P) Para una clase M cualquiera:
1. Si M es transitiva, entonces el Axioma de Extensionalidad vale en M.
2. Si M CWEF, entonces el Axioma de Fundacion vale en M.
3. SiVze MYy C z(y € M), entonces el Axioma de Separacion vale en M.
4. SiVx,y € M ({x,y} € M), entonces el Axioma de Pares vale en M.
5. SiVF e M(UF € M), entonces el Axioma de Union vale en M.

6. Supongamos que M es transitiva y para todas las funciones f se da: si dom(f) € M e
img(f) C M, entonces img(f) € M. Entonces el Axioma de Reemplazo vale en M.

Ejercicio 11.22. Escribir la relativizacién de Separacién a una clase arbitraria M, y simplificar
para el caso de que M sea transitiva.
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A continuacion, trabajaremos en ZF .

Lema 11.23 ([7, 11.2.8]). Sea M una clase transitiva. Entonces si ¥x € M ((9 (x) "M) € M),
entonces el Axioma de Partes vale en M; y si M satisface Separacion, también vale la reciproca.

Lema 11.24. Sea M una clase transitiva que satisface los axiomas de Separacion, Pares y Union.
Entonces

1. El Axioma de Eleccion vale en M si y sélo si toda familia & € M de conjuntos disjuntos tiene
un conjunto de eleccion en M.

2. Si w € M, el Axioma de Infinito vale en M.

Demostracion. El enunciado de AC es l6gicamente equivalente a la formula V& 3C ¢(%,C) donde
0(F,C):=(VA,BeEF :A£@N-TtcA(teB)) »VAeF (Iz€A(z€()).

El Lema 11.18 (junto al Ejercicio x11.12) asegura que esta férmula es absoluta para toda M que
satisfaga las hipdtesis pues es Ag en el lenguaje {€,@}. Luego la relativizacion de AC a M es
VF e M3C € M o(%F,C), que es lo que pedia el enunciado.

Supongamos ahora que @ € M. La propiedad de ser inductivo,

y():=aclANVxecl(S(x)el),

es Ag en el lenguaje {€,2,S}. Como el Lema 11.20 nos asegura que S también es absoluto,
entonces Y(I) es absoluta para M. Luego w satisface el Axioma de Infinito relativizado a M.

Teorema 11.25. 1. WF es un modelo de clase de los axiomas de ZF.

2. (AC) WF es un modelo de clase de los axiomas de ZFC.

3. Para todo 7y € Lim mayor que @, R(y) es un modelo de Z. Suponiendo AC, es modelo de
ZC.

Corolario 11.26. Si ZF~ es consistente, entonces ZF lo es. Igualmente con ZFC™ y ZFC.
Cabe destacar que la primera parte podria interpretarse diciendo que el enunciado
“Si hay un modelo de ZF~, entonces hay un modelo de ZF'.”

es un teorema de ZF~ (o de alguna teoria mas débil, como ZF— P 6 Z). Sin embargo, cualquiera
de estas teorias presupone, de algiin modo, la existencia de conjuntos infinitos. La prueba que
daremos es finitaria, esto es, esencialmente “combinatoria” y s6lo depende de objetos finitos. Por
tal motivo, el resultado es mas fuerte que la interpretacion anterior.

Demostracién del Corolario. El Teorema 11.25(1) indica que ZF~ prueba ¢"VF para todo ¢ € ZF,
y que WF # @. Por el Corolario 11.10, si ZF es inconsistente entonces ZF~ lo es. Y de hecho, (via
el Teorema 11.9) existe un algoritmo que transforma cualquier prueba de una contradiccién en ZF
en una prueba de contradiccion en ZF .

La segunda parte es igual.
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Lema 11.27. (AC) Si x > @ es regular, H(K) es un modelo de ZF — P.

Demostracion. Iremos comprobando que se dan las condiciones suficientes del Lema 11.21.

Sea b € a € H(K); en particular |trcl(a)| < k. Por el Ejercicio 9.4(3), trcl(b) C trcl(a), asi
que concluimos que H (k) es transitivo. Similarmente se puede ver que si b C a € H(k), entonces
b € H(x). Luego, H(x) satisface Extensionalidad y Separacion.

Por definicion, H(x) C WF, asi que también satisface Fundacion.

Por el Ejercicio x9.5, H (k) satisface las hipétesis del Lema 11.21 para Reemplazo, asi que es
modelo de ese esquema de axiomas.

Por el Lema () 2.2, trel({x,y}) = trel(x) Utrel(y) U{x,y}. Si x,y € H(k), entonces

trel({x,y})| < |trel(x)] + |trel(y) |+ 2 < k,

asi que {x,y} € H(x). En conclusion el Axioma de Pares vale en H(k).
Es facil ver que U% C trcl(%). Luego, si ¥ € H(k) entonces

[trel(UF)| < |trel(trel(F))| = |trel(F)] < K,

conlo que U¥ € H(x).
En este punto ya sabemos que H (k) estd en las hipdtesis del Lema 11.24. Primero, [trcl(®)| =
|o| = o < K, asi que ® € H(k) y entonces satisface Infinito. Para AC, sea ¥ € H(x) una familia

de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos y (usando AC en V') sea C un conjunto de eleccion para
F.Como C C % € H(x), concluimos que C € H(k).

Lema 11.28. (AC) Sea k > ® regular. Entonces el Axioma de Partes vale en H(K) si y sélo si K
es inaccesible.

Demostracion. Si Kk es inaccesible, H(x) = R(k) por el Teorema 9.15 y luego satisface el Axioma
de Partes por el Teorema 11.25. Si no es inaccesible, hay A < k tal que 2* > k. Entonces A € H(k)
pero

P A)NH(k) =2 (L) ¢ H(x),

lo que contradice la reciproca al Lema 11.23.

Corolario 11.29. Trabajando en ZFC™:

1. H(Ny) es modelo de ZFC — P y de la negacion del Axioma de Partes; luego este axioma no
se sigue de los otros.

2. Si x es inaccesible, H(x) = R(x) es modelo de ZFC.

Se pueden probar en ZFC afirmaciones mas precisas sobre H(N1); por ejemplo, que satisface
“todo conjunto es contable” o0 “% (@) no existe”; ver [7, Lemma I1.4.4].

Corolario 11.30. Si ZFC es consistente, no puede probar la implicacion

Con(ZFC) — Con(ZFC + “existe un cardinal inaccesible”).
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Demostracion. Seal la afirmacion “Existe un cardinal inaccesible”. Por el Corolario 11.29, ZFC +
I prueba que existe un modelo de ZFC, es decir,

ZFC +1 prueba Con(ZFC). (14)
Si ZFC probara Con(ZFC) — Con(ZFC+1), a fortiori tendriamos
ZFC + 1 prueba Con(ZFC) — Con(ZFC +1). (15)
Luego, aplicando modus ponens a (14) y (15), concluimos
ZFC +1 prueba Con(ZFC +1).
Pero esto contradice el Segundo Teorema de Incompletitud de Godel.

Es decir, la existencia de un cardinal inaccesible no es relativamente consistente con ZFC.
Como ademds ZFC + I prueba Con(ZFC) decimos que la teoria ZFC + I tiene mayor fuerza de
consistencia que ZFC.
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A. Ayudas para algunos ejercicios

Ayuda (x0.13). Ver que (o esiguala {x e X : VU € 4 (x € U)} paracada X en «.
Ayuda (x1.8). Considerar a \ B.
Ayuda (x1.14). Dado un ordinal ¢, copiar la idea del Ejercicio x1.13.

En el Ejercicio x3.2(b), se pide decidir si hay una biyeccién entre {x € Q: 0 <x < 1}y
{x € Q:0<x< 2} que preserve el orden. Existe una, y de hecho vale este resultado mucho mas
general:

Teorema A.1 (Cantor). Todos los conjuntos contables, totalmente ordenados, densos y sin extre-
mos son isomorfos.

Este resultado se puede probar, dados dos 6rdenes P y Q, haciendo una construccién recursiva
del isomorfismo, partiendo de dos enumeraciones de ellos [5, Theorem 16, p.50].

Ayuda (x4.3). Utilizando AC encontrar un selector apropiado y usarlo para definir f por recursion
en .
Ayuda (x5.7). Probar las dos desigualdades.
Ayuda (x5.8). Partir el conjunto de indices en A subconjuntos de tamafio A.
Ayuda (x5.9). Copiar la prueba del Teorema de Konig.
Ayuda (x6.9). En general, cualquier espacio separable es ccc.

Ayuda (x7.11). Sea C C « club. Basta probar que el 0-ésimo elemento de C tiene cofinalidad

0.
Ayuda (x7.15). Sea € > 0. Para cada o0 < ) limite hay g(o) < « tal que f varia menos que € en
el intervalo [g(@), ).

Ayuda (x10.5). Todos menos (c) y (d) son isomorfos a (A, €) para alglin A transitivo. Y (c) es el
Unico que no es isomorfo a un subconjunto de un conjunto transitivo.

B. Ejercicios resueltos

Ejercicio (x1.11(a)). El producto ordinal distribuye a izquierda con la suma: o¢- (B+ &)= -+
o-&.

Solucion. Recordar que + es normal (comentario después del Corolario 1.34).
Lo probemos por induccién en &. Es decir, probamos el enunciado para o y  fijos.

E=0la-(B+0)=a-B=a-B+0=a-B+a-0,usando la primera linea de la definicion.

& + 1| Supongamos que vale para &. Luego,

o-B+E+1)=0a-(B+E)+1) asociatividad de +
=o-B+E)+a definicién de -
=a-Bt+o-E+a hipétesis inductiva
=(a-B)+a-(&+1) definicién de -
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Supongamos que vale para todo & < v. Entonces,

a-(B+y)=o-sup{+E&:& <y}

=supfer- (B+6): & <7}
=sup{a-B+o-G:5<v}
=o-B+sup{a-g:& <7}

definicién de +
Proposicién 1.32
hipoétesis inductiva

+ es normal

=a-B+o-y definici6n de -

Ejercicio (x1.11(b)). El producto ordinal es asociativo.

Solucion. Fijos ay B3, probaremos por induccién en & que

a-(B-§)=(a-p)-&.

E=0|a-(B-0)=0a-0=0=(a-B)-0, todo por la primera linea de la definicidn.
& + 1| Supongamos que vale para &. Luego,
o-B-E+1)=a-(B-E)+P) definicién de -
=o-(f-&)+a-P Distributiva -, +
=(a-B)-E+a-B Hipétesis inductiva
=(o-B)-(E+1) definici6n de -

o-(B-y)=oa-sup{f-6:6 <7} definicion de -
=sup{a-(B-6):6 <7}
=sup{(a-B)-6:56 <7}

=(a-B)y

Proposicion 1.32
Hipotesis inductiva
definicion de -

Ejercicio (Lema 5.5). Si k € Card y @ < K, entonces & + 1 < K.

Solucion. Si o es un ndmero natural, & + 1 también lo es y por ende es menor que k. Para el
caso de que o sea infinito, basta encontrar una biyeccion entre & y & + 1. Definimos entonces
f:o+1— a de la siguiente manera:

B+1 B<ow
f(B):=148B 0o<B<a
0 B=a
Es inmediato que f es 1-1 y sobre.

Ejercicio (Ejercicio 5.23). Si 0 es regular y k € Card, (k<9)<0 = <9,
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Solucién. Como 6 > 1, basta ver que (k<9)<¢ < k<?,
Sea X € <9(<%); esto es, X = {xﬁ}[kn conn < 6, yparacada B <, xP = <x§)a<nﬁ, con
ng < 0 para cada f < 1. Como 6 es regular, A := mdx(n,sup{ng : B < n}) es menor que 6.
Luego, podemos representar a X como un elemento de *(*(x+ 1)) =, **x C <%« rellenando
con el valor k¥ donde haga falta.
Mis precisamente, definimos una aplicacion X — {)EB } < donde, para cada o < A,
B
. Jxa B<nAra<mng
Xa ':

K  caso contrario.

Se puede ver ficilmente que esta aplicacién es 1-1 puesto que <

1)

K es la union disjunta de los

K con 0 < 6,y para cada § existe a lo sumo un A tal que 6 = A - A. Concluimos entonces que
(K.<6)<6 < K<9.

Ejercicio (Ejercicio 5.26). Existen exactamente 280 subconjuntos Borel de R.

Solucién. Tomamos en el Lema 5.24 6 = Ny, k =2%, B=9(R), S = {(a,b) :a < b, a,b € Q}
y F que consista de dos operaciones: x — R\ xy (x;)ncw — U{xs : n € @}. Luego, aplicando el
Lema 5.25,

K<6 — (2N0)<N1 — (ZNO)NO _ ZNO.

Ejercicio (11.19). Probar que la unién binaria U es absoluta entre los modelos transitivos de
Extensionalidad, Pares, Comprension y Union.

Solucion. Con los tres ultimos axiomas citados se puede probar la existencia y con Extensionalidad
la unicidad de @, {x,y} y de xUy = [J{x,y} para cada x e y. En particular, se puede probar
Vx,y3!'z@y(x,y,z) donde

Ou(x,y,2) =Vw(wezrwexVwey).
define la unidén binaria z = xUy. Esta féormula es 16gicamente equivalente a
VwezwexVwey)AVwex(wez)AVwey(wez)

que es Ag. Luego ¢y (x,y,z) es absoluta entre M y V por el Lema 11.13 y se sigue el resultado.
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modelo de longitudn+1enA, 16
de clasede £ enT’, 62 en A de s(0) as(n), 16
estandar, 54 reales, 32
transitivo, 64 regresiva
mvr, 46 funcién —, 44
relacion
nocion de forzamiento, 35 bien fundada, 3
cce, 36 conjuntista, 17
normal de clase, 7
 filtro—, 43 relativizacion de la formula @ a A, 62
nimero
de acotacion, 32 Sy, 42
de particion, 34 satisface (=), 56
de torre, 34 segmento inicial, 10
natural, 8 selector, 23
ordinal, 8 Separacién
Axioma de —, 4
©.8 5 YierKi, 28
operacion o-completo, 39
8-aria, 30 G-ideal, 39
< 0-aria, 30 C*, 34
finitaria, 30 subclase, 7

oracion, 56 submodelo, 54

orden lexicografico, 11 elemental, 58

ordlrllal, 8 3 subuniverso, 54
imite,
sucesor

sucesor § cardinal, 21
parte (familia que), 34 funcion, 8
[Ticr %, 28 ordinal, 8

1 )

poset, 3, 35 suma

abierto en un —, 37 cardinal, 24
cce, 36 infinita, 28

producto ordenado, 11 ordinal, 12

supremos limite, 12

Principio
de elecciones dependientes (DC), 24 Teorema
de Induccién Transfinita, 9 de Kénig, 28
Maximal de Hausdorff, 23 . '
teoria, 61
producto. consistente, 61
cardinal, 24 topologia del orden, 39
infinito, 28 ..
transitivo, 8
ordenado, 11 L
términos, 55
ordinal, 12
Ulam, 48
rango

ultrafiltro, 40
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union disjunta, 12

V,7

(a) valores reales, 46
valuacién, 56
variables, 55

o (jes una omega, no una w!), 8
WEF, 51

ZFC, 3
Zorn
lema de —, 22

atomo, 47
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