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Guia de Clases

. Introduccion. Contexto historico: creciente abstraccion en Matematica. G. Cantor y con-

juntos excepcionales de series trigonométricas. Conjunto derivado E’ e interacién. Nece-
sidad de enumerar proceso transfinito. Ordinales como tipos de isomorfismo de érdenes
(ejemplo w + 1 incrustado en R). Paradoja de Burali-Forti. Paradoja de Russell. Restric-
ciéon a Comprension y Paradoja de Berry. Razonamientos matematicos = ZFC + Logica
de primer orden.

. Predicados, Clases, relaciones de clase, funciones de clase. Par de Wiener-Kuratowski,

productos cartesianos (en ZF~ — P), Relaciones de orden parcial (estrictas y laxas), bien
fundadas, totales. Buen orden (estricto). Ejemplos: R=°, N, N x N.

. Conjuntos transitivos. Ordinales. Ord esta bien ordenada por €; es clase propia (Burali-

Forti). Ordinales sucesores, limites, niimeros naturales. La clase w. Axioma de Infinito.

. Induccién ordinaria en w. Existencia de "B y <“B. Definiciones por recursion sobre w.

. Isomorfismo entre estructuras “binarias”. Propiedades de isomorfismos: preservan segmen-

tos iniciales, restricciones son isos sobre la imagen. Isomorfismos de conjuntos de ordinales
en ordinales. Rigidez de los ordinales. Todo buen orden es isomorfo a un ordinal.

. Tipos de isomorfismo de buenos érdenes son mondtonos (respecto de la inclusién). Orden

lexicografico, producto ordinal y la suma ordinal de 6rdenes totales. Principio de Induccién
Transfinita y enunciado de Recursién Transfinita. Definicién recursiva de la suma ordinal;
es estrictamente creciente en el segundo argumento (por induccién).

. Preservacion de supremos limite implica preservacion de supremos generales. La suma es

asociativa (por Induccién). Funciones normales

Comparacién de conjuntos via inyeccciones. Cardinales. Conjuntos bien ordenables, in-
clusiones y proyecciones son bien ordenables. Enunciado del Teorema de Cantor, Schroder
y Bernstein. Teorema de Hartogs. Alefs.

. Aritmética Cardinal. Teorema de Hessenberg.

Equivalencias de AC'. Existencia de selectores, Principio de buen orden AC™, Lema de
Zorn y Principio Maximal de Hausdorff.

. Cardinal de uniones acotadas |F| < k AVA € F (JA] < k) = ||JF| < k. Validez con

desigualdades estrictas. Cofinalidad. Lema de Factorizacion. Ejemplo de formalizaciéon en
Isabelle/ZF.

“Universidad Nacional de Cérdoba. Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacién.
Centro de Investigacién y Estudios de Matemdtica (CIEM-FaMAF). Cérdoba. Argentina.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Versién mejorada del Lema de Factorizacion. Lema de idempotencia. Ordinales regulares.
La cofinalidad es un cardinal regular. Caracterizacién en términos acotacion estricta de
uniones. Teorema de Konig. Cardinales inaccesibles.

Caracteristicas (invariantes) cardinales del Continuo. Dominacién de funciones. Familias
casi disjuntas (maximales). Cardinales b y a. Teorema de Solomon b < a. Cardinales p y
t y discusion del Teorema de Malliaris-Shelah.

Nociones de forzamiento. Ejemplo Fn(7, J): funciones y filtros. Conjuntos densos, filtros
D-genéricos. Teorema del Filtro Genérico (MA(Xy)). No hay genérico para Fn(w,w).

Anticadenas; condicién de cadenas contables (ccc). Axioma de Martin MA(k); MA implica
que b = 2%,

Definicion de filtro e ideal sobre X como casos particulares de filtros en (P(X) \ {0}, C)
resp. (P(X)\{X}, D). Dual de un filtro. Ultrafiltros. Los ultrafiltros son filtros maximales.
Filtros A-completos. Filtro de Fréchet, ideal Null.

Conjuntos club. Interseccién de < « clubs es club. El filtro Club(k). Conjuntos estaciona-
rios. Ejemplos de clubs y de conjuntos estacionarios: Sy. Presentacion de la interseccién
diagonal mediante la clausura bajo una operacién unaria.

El filtro club es cerrado por intersecciones diagonales de tamano . Lema de “compresion”
de Fodor. Cardinales de Mahlo.

Problema de la Medida para cardinales. Medidas A-aditivas. Cardinales medibles a valores
reales (mvr). El primer cardinal que admite una medida no trivial es mvr. Los cardinales
mvr son regulares. Atomos de una medida. Enunciado del Teorema de Ulam.

Si el primer cardinal mvr admite medida sin 4&tomos, entonces 2% también. Los cardinales
mvr son limites. Atomos y medidas a dos valores. Cardinales medibles. Relaciéon con
ultrafiltros. Los cardinales medibles son inaccesibles.

Relaciones (de clase) bien fundadas y conjuntistas. Enunciado del Lema (x). Clausura
transitiva y relaciones de clase conjuntistas. Induccién sobre relaciones bien fundadas.
Teorema de Recursién bien fundada: aproximaciones a la solucién recursiva.

Rango de una relacion bien fundada. Conjuntos bien fundados WF. Jerarquia acumulativa
o del rango bien fundado R(a) = V,. Familia H(x) de los conjuntos de cardinal < &
hereditariamente. H (k) es subconjunto de R(k).

Necesidad de matematizar la nocién de “propiedad” de una estructura matematica. Ejem-
plo: “independencia” de la conmutatividad del producto en grupos. Modelos de primer
orden, féormulas de primer orden, relacion de satisfaccion.

Obstrucciones con ZF(C': Segundo Teorema de Incompletitud de Godel. Satisfaccion de
axiomas de ZFC por un modelo. Modelos estandares y transitivos.

Relativizacion de férmulas y relacion con satisfaccién por modelos estandares. Algunas
propiedades de la relacién de demostrabilidad . Pruebas finitarias de consistencia rela-
tiva.

Las clases transitivas satisfacen Extensionalidad. Las férmulas Ay son absolutas entre
modelos transitivos.
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Validez de axiomas en clases (Fundacién, Separacién, Reemplazo).

Relativizacion y absolutez de relaciones y funciones de clase. Absolutez de par, union
(S/P) y sucesor. Validez de Infinito.

Relativizacion y absolutez de relaciones y funciones de clase, continuado. Absolutez de
formulas Aqg sobre lenguajes generales.

Validez de Pares y Union. WF es modelo de clase de ZF'C'. Férmulas I1;, X1 y Aq; absolutez
de estas ultimas para modelos transitivos. Absolutez de funciones II; con unicidad en el
modelo.

H(k) es modelo de ZF'C' — P para k regular incontable; H(R;) satisface “P(w) no existe”
y “todo conjunto es contable”. Las nociones de ordinal, cardinal, regularidad y ser limite
en sentido fuerte son absolutas para clases transitivas cerradas por P.

Si k es inaccesible, H(k) satisface ZFC'. Consistencia relativa de ZFC + “no existen
cardinales inaccesibles”.

Teorema de Compacidad a partir de Completitud y construccién de modelos mal fundados
de ZFC'. Colapso de Mostowski.

Ultraproductos. Algebrizacion de la equivalencia logica mediante el Teorema de Keisler-
Shelah. Teorema de Los. La “diagonal” es una incrustacion elemental en la ultrapotencia.

Truco de Scott. Ultrapotencias del universo. La incrustacién elemental j : V. — VI /U.
Buena fundacién requiere ultrafiltro o-completo.

Ultrapotencia V*/U con r medible y U k-completo. Los ordinales menores que £ son
preservados por la incrustacién elemental mosoj : V' — V* /U — M. El punto critico de
mos oj es K.



