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¿“Conjunteorı́a”?

Mengenlehre ✓

Set theory ✓

Teorı́a de (los) conjuntos ?w?t?

Advertencia

Daré una perspectiva modernizada de los primeros conceptos y resultados
(Dicho sin eufemismos: no tendré ningún respeto con la historia).
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La manzana en el Jardı́n

El Problema del Continuo consiste en ubicar |R| entre los cardinales infinitos.

Hipótesis del Continuo CH

|R| es el primer cardinal incontable (ℵ1).

No existe X ⊆ R tal que |N| < |X| < |R|.

Si X ⊆ R es incontable, existe f : R ↪
1-1−−→ X.

Estrategia

I Elegir algún C versátil tal que R ↪
1-1−−−→

sobre
→ C ↪

1-1−−→ X.

II Considerar X en grado creciente de “complejidad topológica”.
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Cerrados satisfacen CH

I Elegir algún C versátil tal que R ↪
1-1−−−→

sobre
→ C ↪

1-1−−→ X.

P ⊆ R es perfecto ⇐⇒ P = P′ := { puntos de acumulación de P }.

Teorema

1 Si P ⊆ R es perfecto, |P| = |R|.

2 Todo cerrado incontable incluye un conjunto perfecto.

Corolario

No hay contraejemplo cerrado a la Hipótesis del Continuo.

Corolario (Ejercicio)

Todo conjunto de medida interior de Lebesgue positiva tiene cardinal |R|.
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Perfectos tienen el cardinal del continuo

Esquema de Cantor

A0 ∩ A1 = ∅;

A00, A01 ⊆ A0;

diám Ab1b2...bn <
1
2n .

e : 2ω −→ P
x 7−→

⋂
n Ax↾n continua!
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Ubicuidad de C := 2ω

Esta elección de C es muy eficiente: sirve incluso para todo boreliano de R:

Teorema (Alexandroff, Hausdorff)

Si B ⊆ R es incontable y Borel entonces C ↪
cont.−−−→ B.

Sin embargo,

Conjunto de Bernstein

Es incontable y no incluye a ningún conjunto perfecto.

Su construcción requiere AC de manera esencial.
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En busca de la perfección

2 Todo cerrado incontable incluye un conjunto perfecto.

Sea C cerrado incontable.

C 7−→ C′ 7−→ C′′ 7−→ C′′′ 7−→ · · · 7−→
⋂

n∈N0
C(n)

7−→
(
C(∞)

)′ 7−→ · · ·

C(0) C(1) C(2) C(3) · · · C(∞)

C(∞+1) · · ·

¿Es C(∞) perfecto? No necesariamente.

¿Cuántas veces más hay que iterar la operación? Contables.

¿Los ı́ndices de la construcción? Un conjunto bien ordenado.
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Buenos órdenes. . .

Todo subconjunto no vacı́o tiene elemento mı́nimo.

Ejemplo

ω := ⟨N0, <⟩.

ω + 1 := ⟨N0, <⟩ ⊕ {∞}
:= ⟨N0 ∪ {∞}, <′⟩.

ω+2 := ⟨N0, <⟩⊕{∞,∞+1}.

. . .

ω + ω := ⟨N0, <⟩ ⊕ ⟨N0, <⟩.
. . .

ω1 := menor buen orden
incontable.
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Buenos órdenes. . .

Todo subconjunto no vacı́o tiene elemento mı́nimo.

Ejemplo

ω := ⟨N0, <⟩.
ω + 1 := ⟨N0, <⟩ ⊕ {∞}

:= ⟨N0 ∪ {∞}, <′⟩.
ω+2 := ⟨N0, <⟩⊕{∞,∞+1}.

. . .

ω + ω := ⟨N0, <⟩ ⊕ ⟨N0, <⟩.
. . .

ω1 := menor buen orden
incontable.

P. Sánchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC) Conjunteorı́a en Córdoba CIEM 40, 30/06/2023 8 / 29
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. . . y buen fundamento

Buen orden =⇒ Inducción & Recursión

Buena fundación

No hay sucesiones infinitas decrecientes.

WO := clase de todos los buenos órdenes.
⪯ := relación de incrustación entre posets.

WO está bien ordenado (mód iso) por ⪯.

Conj. (Fraı̈ssé [1948]). ⟨Órdenes totales contables,⪯⟩ es bien fundado.
Teorema (Laver [1971]). ⟨Órdenes σ-dispersos,⪯⟩ es bien fundado.

Teorema (Moore [2006]). PFA implica que ⟨Órdenes incontables,⪯⟩
tiene 5 elementos minimales (mód ⪯ ∩ ⪰): ω1, ω1, B, C, C∗ .

G. Figueroa (EVC 2022–2023): Estudio de árboles de Aronszajn y
aplicaciones a κ-compacidad (Marun [2023]).
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tiene 5 elementos minimales (mód ⪯ ∩ ⪰): ω1, ω1, B, C, C∗ .
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tiene 5 elementos minimales (mód ⪯ ∩ ⪰): ω1, ω1, B, C, C∗ .
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https://pi.math.cornell.edu/~justin/Ftp/ICM.pdf


. . . y buen fundamento

Buen orden =⇒ Inducción & Recursión

Buena fundación

No hay sucesiones infinitas decrecientes.

WO := clase de todos los buenos órdenes.
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Conjunteorı́a descriptiva: clasificar conjuntos

(CH) Si X ⊆ R es incontable, existe f : R ↪
1-1−−→ X.

II Considerar X en grado creciente de “complejidad topológica”.

Sean X,Y espacios topológicos, A ⊆ X y B ⊆ Y .

Reducción continua

A ⩽W B ⇐⇒ existe f : X → Y continua tal que A = f −1(B).

Motivación:
B simple =⇒ f −1(B) simple

Teorema

(Wadge, Martin) ⩽W es bien fundada en espacios N2 de dimensión 0.

(Pequignot [2015]) Adaptación para subconjuntos Borel de un espacio
polaco (Rn, Rω,. . . ).
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Clasificando problemas de clasificación

Grupos abelianos contables

ABN := grupos abelianos sobre N.

Forman un espacio N2 0-dimensional.

Problema de clasificación

(∼=) ⊆ ABN × ABN.

Teorema (Paolini y Shelah [2023])

El problema de clasificación de los grupos abelianos sin torsión TFABN tiene
complejidad máxima.
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Clasificando problemas de clasificación

(De Motto Ros [2021])
equivalencias

analı́ticas
completas

id(N)
id(R)

suaves

Borel

analı́ticas
propias

esencialmente
contables Borel

∼

E0

∼=GRAPHS

clasificable por
estructuras contables

equivalencias
analı́ticas

P. Sánchez Terraf (CIEM-FaMAF, UNC) Conjunteorı́a en Córdoba CIEM 40, 30/06/2023 12 / 29
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Árboles y buena fundación

Sea L un orden total.
TL := ⟨Sucesiones decrecientes en L,⊏⟩

Ejemplo
Sea 3 = ⟨{0, 1, 2}, <⟩. Entonces
T3 viene dado por:

( )

(0) (1)

(1, 0)

(2)

(2, 0) (2, 1)

(2, 1, 0)

Ramas finitas, pero. . .

Si W es un buen orden, entonces TW es
bien fundado.

Pero puede tener rango transfinito.
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Árboles y buena fundación

Tω:

Tω+1:
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Aplicación: calibrar la bisimilitud

Sistemas de transiciones

Multigrafo dirigido etiquetado punteado (fuaaa!)

S, s := ⟨S, s, {Ra}a∈L⟩

tal que s ∈ S y Ra ⊆ S × S para cada a ∈ L.

s s′

•

•

a
b

c

Bisimulación B entre S, s y T, t
B ⊆ S × T tal que s B t y

s1
a−→ s2 & s1 B t1 =⇒ hay t2 tal que t1

a−→ t2 & s2 B t2
t1

a−→ t2 & s1 B t1 =⇒ hay s2 tal que s1
a−→ s2 & s2 B t2

s s1 s2 s3 s4 · · ·a a a aa
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Aplicación: calibrar la bisimilitud

Sistemas de transiciones

Multigrafo dirigido etiquetado punteado (fuaaa!)

S, s := ⟨S, s, {Ra}a∈L⟩

tal que s ∈ S y Ra ⊆ S × S para cada a ∈ L.

s s′

•

•

a
b

c

Bisimulación B entre S, s y T, t
B ⊆ S × T tal que s B t y

s1
a−→ s2 & s1 B t1 =⇒ hay t2 tal que t1

a−→ t2 & s2 B t2
t1

a−→ t2 & s1 B t1 =⇒ hay s2 tal que s1
a−→ s2 & s2 B t2

s s1 s2 s3 s4 · · ·a a a aa
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Aplicación: calibrar la bisimilitud

Teorema (PST [2017])

(∼) ⊆ LTS × LTS no es Borel.

Demostración.

LON es espacio N2 0-dimensional, y WON ⊆ LON no es Borel.

L 7→ (TL,TL⊕L) atestigua

LON ∖ WON ⩽W (∼).

M. Moroni (PhD 2022): Aún en procesos de rango ω + 1, ∼ no es suave, y
mucho más (e.g. [2023]).
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Clasificando problemas de clasificación

(De Motto Ros [2021])
equivalencias

analı́ticas
completas

id(N)
id(R)

suaves

Borel

analı́ticas
propias

esencialmente
contables Borel

∼

E0

∼=GRAPHS

clasificable por
estructuras contables

equivalencias
analı́ticas
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Now, for something completely different

J. Kuperman (en progreso):
Arreglos de hiperplanos en Rn (¡!).

Facetas: intersecciones no vacı́as de
alguna de las tres regiones
determinadas por cada uno de los
hiperplanos.

Orden de facetas

F ⩽ G ⇐⇒ F ⊆ G
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Bandas regulares a izquierda (LRB)

Semigrupo de facetas (Brown [2000])

F · G := faceta-entorno del comienzo de
un segmento genérico desde F hacia G.

F · G = G ⇐⇒ F ⩽ G

Resulta (obviamente) idempotente y los maximales forman un ideal bilátero.
Se puede comparar con la ∪ en P(X):

F ∪ G = G ⇐⇒ F ⊆ G,

Los semigrupos de facetas no son conmutativos, pero son LRB:

F · G · F = F · G.
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Posets asociativos

A := ⟨A,⩽⟩ es un poset asociativo si hay estructura de LRB ⟨A, ·⟩ tal que

∀a, b ∈ A, a · b = b ⇐⇒ a ⩽ b.

Problema de caracterización

Dar condiciones estructurales sobre un poset A para decidir si es asociativo.

Si pedimos asociativo y conmutativo, es muy simple: basta que existan todos
los supremos de pares de elementos.
El caso general parece complicado, pero. . . ¡podemos intentar con árboles!
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Árboles, de regreso

Teorema (Kuperman, Petrovich, PST)

Son equivalentes:

1 Todo árbol bien fundado es asociativo.

2 Todo árbol de tres niveles es asociativo.

3 El Axioma de Elección.

Demostración.

(2⇒3) (3⇒1) Trabajo Final de Joel
Kuperman.
Combinatorialmente más complicado.
Más aún lo generaliza para árboles
foliados
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1 Todo árbol bien fundado es asociativo.
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Hablando de axiomas. . . ZFC (Zermelo, Fraenkel, Choice)

Pares Existe {x, y}.

Unión Existe
⋃

x.

Infinito Existe ω = N0.

Partes Existe P(x).
Separación Existe {x ∈ y : Q(x)} (Q definible).

Reemplazo Existe {F(x) : x ∈ y} (F definible).

Elección (AC) Existe f : A →
⋃

A tal que ∅ ̸= x ∈ A implica f (x) ∈ x.

Fundación ∈ es bien fundada.

Hito epistemológico del Siglo XX

99.99 % de los objetos matemáticos se representan como conjuntos.

Los razonamientos matemáticos válidos sobre ellos coinciden con
pruebas en lógica de primer orden + ZFC.
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Hablando de axiomas. . . y lo que no deciden

Cohen [1963]: Independencia de CH de ZFC.

En colaboración con E. Gunther (posdoc 2019–2020), M. Pagano y M.
Steinberg [2022],

Verificación formal de forcing

Mediante el uso del asistente de prueba Isabelle, chequeando que la
demostración es correcta al máximo nivel de detalle.
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La filmina extra

Más ejemplos de buena fundación:
1 El logaritmo no se puede iterar.
2 Cómo romper un orden total.
3 Construcción de conjuntos Borel.
4 Familias precompactas de conjuntos finitos (Ramsey).

Más ejemplos de árboles:
1 Suslin.
2 Kurepa.
3 Estrategias en juegos infinitos.

Más conjunteorı́a, curso, etc.: ¡chusmear mi página web!.
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2 Cómo romper un orden total.
3 Construcción de conjuntos Borel.
4 Familias precompactas de conjuntos finitos (Ramsey).

Más ejemplos de árboles:
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https://p.sanchezterraf.com.ar/2015/11/01/problemas-seneros-ii/
https://p.sanchezterraf.com.ar/2015/10/31/dos-problemas-seneros-i/
https://p.sanchezterraf.com.ar/2017/09/05/juegos-y-de-morgan/
https://cs.famaf.unc.edu.ar/~pedro/


¡Gracias!
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