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Un poco de verso

Procesos de Decisién de Markov

Son sistemas dinamicos. Tendran un conjunto de estados
internos S'y sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.
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Un poco de verso

Procesos de Decisién de Markov

Son sistemas dinamicos. Tendran un conjunto de estados
internos S'y sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.

Nuestros modelos evolucionan con el tiempo de manera
sincronica (i.e., el sistema realiza una accién a en el momento
que recibe una sefal a de el entorno).

Consideramos que el tiempo es discreto.

No consideramos acciones ocultas, o bien: todas las acciones
del sistema se corresponden con las interacciones con el
entorno.

Las transiciones del sistema no dependen de la historia pasada.
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Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas€ Sya€ L. J
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Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas€ Sya€ L. J

Notacion. s % s’ si s’ € T,(s).
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas€ Sya€ L. J

Notacion. s % s’ si s’ € T,(s).
Los dos STE de la derecha tienen
Qs Q la misma traza: las mismas
cadenas de acciones llevan a un

s’ estado nulo: {ab,ac}.
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas€ Sya€ L. J

Notacion. s % s’ si s’ € T,(s).
Los dos STE de la derecha tienen

Qs Q la misma traza: las mismas
cadenas de acciones llevan a un
s’ estado nulo: {ab,ac}.
A b b La igualdad de trazas nos da una
nocién (muy gruesa) de

equivalencia entre sistemas.
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas € Sya € L. J

Notacion. s % s’ si s’ € T,(s).

S Qt , :
9 Decimos que ¢ no simula a s

porgue mientras s puede aceptar

S ) .
b " acciones b y ¢ después de a, ¢ no
b ¢ puede hacerlo
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
2 I:1
(-
b c II : 54
o 0
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
2 S2 2 I:1 a,t b,t3
G
b c 1l : 54 a,s»
Q Q tg
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Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
2 52 & I:1 a,t b,t3
(-
= b c Il : 51 a,s) b,s3
Q 53 e U3

Es una relacion R tal que si s Rt y 1 N 1, entonces existe s, tal que
a n o
s1 — S2 Yy sp Rtp. En ese caso diremos que s1 simula a s;. @
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Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q Sl/E\ Qtl
2 I:1 a,t b,t3
G
b c Il : 51 a,s) b,s3
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Es una relacion R tal que si y t N 1, entonces existe s, tal que

a n o
s1 — S2 Yy sp Rtp. En ese caso diremos que s1 simula a s;. @
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Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q Sl/E\ Qtl
So t2
b @ b i I:1 a,t b,t3
Il : 51 a,s) b,s3
Q Q
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que
y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q Sl/E\ Qtl
& R =
S0 3t
b c b E I:n a,t b,t3
Il : 51 a,s) b,s3
Q Q
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que
y . En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que s Rt;.
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que s Rt;.

1 : La bisimulacién es mas fina
gue la “doble simulacion”. Es decir,
si 51 es bisimilar a ¢, entonces s
simula #; y ¢; simula a s1, pero no
reciprocamente.

Q5 Q
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que s Rt;.

1 : La bisimulacién es mas fina
gue la “doble simulacion”. Es decir,
si 51 es bisimilar a ¢, entonces s
simula #; y ¢; simula a s1, pero no
reciprocamente.

Q5 Q

0] e} o}

R simétrica <= El jugador | puede cambiar de sistema en su turno. J

&
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Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
b c b P I:1
1l : 51
Q Q
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que
y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
t2
b c b P I:ty an
1l : 51
Q Q
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que
y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por sy y f;.

Q5 ql1
So t2
b c b P I:ty an
1l : sy a,s;
o o
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que
y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y .

QS Qtl
. S2c t2 I:ty at ,Cy 84
b c 1l : 54 a,s;
o)
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que

y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, | y Il, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y .

QS Qtl
. S2c t2 I:ty at ,Cy 84
b X c 1l : 54 a,s,
o)
Es una relacion R tal que si y entonces existe s, tal que

y sp Rt>. En ese caso diremos que s simula a s;. @
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(S,S8,L,T) tales que T,(s) € P(S) paracada s € Sy a € L, donde:
(S,S) es un espacio medible;
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(S,S8,L,T) tales que T,(s) € P(S) paracada s € Sy a € L, donde:
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T, es medible (i.e., es kernel de Markov).
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Procesos de Markov etiquetados (PME)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) € P(S) paracada s € Sy a € L, donde:
(S,S) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .S);

T, es (i.e., es kernel de Markov).
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Procesos de Markov etiquetados (PME)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) € P(S) paracada s € Sy a € L, donde:
(S,S) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .S);

T, es (i.e., es kernel de Markov).

Notacion. s 5 u si u = T,(s).
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Bisimulacién en PME

Una relacion R es una bisimulacion en un PME si es simétrica y para
todos s1,#1,V, si s R y t; — v entonces existe u tal que s; — uy
URV.
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Bisimulacién en PME

Una relacion R es una bisimulacion en un PME si es simétrica y para
todos s1,#1,V, si s R y t; — v entonces existe u tal que s; — uy

...donde uRvsiuyv
coinciden en los conjuntos
R-saturados.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Bisimulacién en PME

Una relacion R es una bisimulacion en un PME si es simétrica y para
todos s1,#1,V, si s R y t; — v entonces existe u tal que s; — uy

...donde uRvsiuyv
coinciden en los conjuntos

... donde la familia de
R-saturados medibles S(R)
es:
{0eS:yRxeQ—ye0}.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Bisimulacién en PME

Una relacion R es una bisimulacion en un PME si es simétrica y para
todos s1,11,V, si 51 Rt y 1] > v entonces existe u tal que s; — u 'y

R Q ........................................................... ) ...donde ,LlRV Si uyv
coinciden en los conjuntos

...donde la familia de
R-saturados medibles S(R)
es:
{QeS:yRxeQ—ye 0}
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Medibilidad de la Bisimulacion

Las relaciones de bisimulacién estan en correspondencia con las
sub-c-algebras estables U de S (i.e., tales que para todo U € P(U),
T,'(U) € U).
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Medibilidad de la Bisimulacion

Las relaciones de bisimulacién estan en correspondencia con las
sub-c-algebras estables U de S (i.e., tales que para todo U € P(U),
T,'(U) € U).

Es decir: aunque una bisimulacion R podria no ser medible (en el
producto, o los conjuntos R-saturados), su comportamiento se puede
describir en términos de
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Un poco mas de verso

Nuestros modelos tendran un conjunto de estados internos S'y
sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.
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Nuestros modelos tendran un conjunto de estados internos S'y
sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.

La unica interaccién con el entorno se efectta “a través” de L.
Los estados no pueden ser identificados desde el exterior.
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Nuestros modelos tendran un conjunto de estados internos S'y
sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.

La unica interaccién con el entorno se efectta “a través” de L.
Los estados no pueden ser identificados desde el exterior.

Nos interesan las propiedades que se pueden descubrir
interactuando con el sistema.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Un poco mas de verso

Nuestros modelos tendran un conjunto de estados internos S'y
sus acciones estaran etiquetadas por un conjunto L.

La unica interaccién con el entorno se efectia
Los estados no pueden ser identificados desde el exterior.

Nos interesan las propiedades que se pueden descubrir
con el sistema.
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No determinismo

Cuando para un estado del sistema tenemos dos comportamientos
posibles, hablamos de no determinismo.



Introduccion PME No Deterministas Problemas Abiertos
000000000 000

No determinismo

Cuando para un estado del sistema tenemos dos comportamientos
posibles, hablamos de no determinismo.

Cuando a cada comportamiento le corresponde una etiqueta distinta
decimos que es externo.

En caso contrario, lo llamamos interno (no tenemos una mejor
opcion).
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Un modelo de juguete

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas€ Sya€ L. J

Notacion. s % s’ si s’ € T,(s).

QS Q
SV
Q Q
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No determinismo

Cuando para un estado del sistema tenemos dos comportamientos
posibles, hablamos de no determinismo.

Cuando a cada comportamiento le corresponde una etiqueta distinta
decimos que es externo.

En caso contrario, lo llamamos interno (no tenemos una mejor
opcion).

Los comportamientos probabilistas se consideran , luego los
PME son deterministas (!).
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Bisimulacién en PME

Una relacion R es una bisimulacion en un PME si es simétrica y para
todos s1,#1,V, si s R y t; — v entonces existe u tal que s; — uy
URV.
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No determinismo

Cuando para un estado del sistema tenemos dos comportamientos
posibles, hablamos de no determinismo.

Cuando a cada comportamiento le corresponde una etiqueta distinta
decimos que es externo.

En caso contrario, lo llamamos interno (no tenemos una mejor
opcion).

Los comportamientos probabilistas se consideran , luego los
PME son deterministas (!).

Nuestra contribucion es la formalizacion de los PME :
admiten, para cada etiqueta, diversos comportamientos probab/I/stas

&
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Procesos de Markov etiquetados no deterministas (PMEN)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) P(S) paracadas e Sya € L, donde:
(S,S) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .5);
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Procesos de Markov etiquetados no deterministas (PMEN)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) P(S) paracadas e Sya € L, donde:
(S,S) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .5);
Para cada s, T,(s) es medible. Es decir, T, : S — P().
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Procesos de Markov etiquetados no deterministas (PMEN)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) P(S) paracadas e Sya € L, donde:
(S,8) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .5);
Para cada s, T,(s) es medible. Es decir, T, : S — P(S).
T, es medible
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Procesos de Markov etiquetados no deterministas (PMEN)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) P(S) paracadas e Sya € L, donde:
(S,8) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .5);
Para cada s, T,(s) es medible. Es decir, T, : S — P(S).
T, es : la estructura medible sobre P(S) es
H(P(S)) =o({0 € P(5) : ONE # O}eep(s))-
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Procesos de Markov etiquetados no deterministas (PMEN)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) P(S) paracadas e Sya € L, donde:
(S,8) es un espacio medible;
P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S, .5);
Para cada s, T,(s) es medible. Es decir, T, : S — P(S).
T, es : la estructura medible sobre P(S) es
H(P(S)) =o({0 € P(5) : ONE # O}eep(s))-

Notacion. s % usiu  Tu(s).
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Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Bisimulaciones sobre PMEN

R es tradicional si es simétrica y para todos sy,11,V, Si s{ Rt y t; v
entonces existe u tal que s; > uy uRV.




Introduccion PME No Deterministas Problemas Abiertos
000000000 ®00

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Bisimulaciones sobre PMEN

R es tradicional si es simétrica y para todos sy,11,V, Si s{ Rt y t; v
entonces existe u tal que s; > uy uRV.

R es de eventos si es de la forma
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R es de eventos si es de la forma
R(U)={(x,y) €S?: VU € U(xc U <= yc U)}con UC S una
sub-c-algebra estable.

R es de estados si es simétrica y para todo s; R¢; implica
VEEA(S(R)): Tu(s1)NE A0 < T,(t1)NE # 0 (i.e., los conjuntos
de transiciones de elementos relacionados cortan a los mismos
R-saturados medibles). @




Introduccién PME No Deterministas
000000000 (o1 1¢]

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Teoremas “del cociente”

Problemas Abiertos

R es de estados sii S(R) es estable.




Introduccion PME No Deterministas Problemas Abiertos
000000000 (o1 1¢]

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Teoremas “del cociente”
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de estados.




Introduccion PME No Deterministas Problemas Abiertos
000000000 (o1 1¢]

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Teoremas “del cociente”

R es de estados sii S(R) es estable.

Si S(R) esta generada por un conjunto numerable, o 7,(s) es
numerable para todos a, s, entonces toda bisimulacion tradicional es
de estados.

Desafortunadamente, esto no es cierto en general



Introduccion PME No Deterministas Problemas Abiertos
000000000 (o1 1¢]

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Teoremas “del cociente”

R es de estados sii S(R) es estable.

Si S(R) esta generada por un conjunto numerable, o 7,(s) es
numerable para todos a, s, entonces toda bisimulacion tradicional es
de estados.

Desafortunadamente, esto no es cierto en general

No toda bisimulacion de estados (eventos) es tradicional. J




PME No Deterministas
ooe

Bisimulaciones sobre PME No Deterministas

Contraejemplo (no probabilista )
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Problemas abiertos

¢ Bisimulacion de eventos = Bisimulacion de estados?

Mismas preguntas cuando (S,.5) es estandar (i.e., isomorfo a
(R,B(R))).

El Gltimo contraejemplo tiene una c-algebra que no es separable,
asi que no entra en el caso anterior.

Estudiar la posibilidad de definir limpiamente PMEN con
conjuntos de transiciones mas simples (cerrados, por ejemplos).
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iMuchas gracias!

...¢salguna respuesta?J
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Nondeterministic Labeled Markov Processes: Bisimulations and
Logical Characterization,

B

Labelled Markov Processes.

B

Bisimulation and cocongruence for probabilistic systems.
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